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13 Ungleichungen

Eingescannt aus «Mathematik fir die Fachschule Technik» von Heinz Rapp.

13.1  EinfUhrung

Bei Gleichungen haben wir zwei gleiche Terme durch ein Gleichheitszeichen (=) miteinander
verbunden. In entsprechender Weise lassen sich auch ungleiche Terme, von denen der eine
groBer (>) oder kleiner (<) als der andere ist, durch ein Ungleichheitszeichen miteinander in
Verbindung bringen.

Ungleichungen kénnen bei Kostenabschatzungen, bei Fehlerrechnungen oder bei Intervall-
schachtelungen vorkommen.

13.2 Aquivalenzumformungen bei Ungleichungen

Um Ungleichungen auf die einfachste Form (x > ...) oder (x < ...) zu bringen, werden die Terme
auf beiden Seiten der Ungleichung durch &quivalente Umformungen so lange verandert, bis die
einfachste Form entsteht. Da wir bei diesen Umformungen nur Termadditionen oder
-multiplikationen durchflhren, bei denen sich die Lésungsmenge nicht dndert, handelt es sich
immer um Aquivalenzumformungen. Wir kénnen deshalb auch hier, wenn es sich ausschlielich
um Aquivalenzumformungen handelt, auf das Schreiben des Aquivalenzzeichens (<) verzich-
ten.

Wir wollen dies an einfachen Zahlenbeispielen untersuchen.

Beispiel
Bestimmen Sie die Losungsmenge von x—3 < 1.

Ldsung

1. Termaddition

Durch die Addition von (+ 3) auf beiden Sei- x-3<1
ten der Ungleichung werden beide Terme um x=3+3<1+3
den gleichen Wert vergroRert. Damit ist der X<4
linke Term aber immer noch kleiner als der — {x]x< 4}
rechte. Die Ungleichheit bleibt erhalten. Die e ek AR |
beiden Ungleichungen sind dquivalent.
Beispiel
Bestimmen Sie Lésungsmenge von x + 7 > 10.
Lésung
x+7>10

2. Termsubtraktion

Xx+7-7>10-7
In diesem Fall erhalten wir die L&sungsmenge x>3

nur durch die Subtraktion der Zahl 7.
L={x|x>3}
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Beispiel

1
Bestimmen Sie die Lésungsmenge der Ungleichung Ex > 3.

Lésung

3. Termmultiplikation

In diesem Fall muss die Termmultiplikation
angewandt werden. Der doppelte Wert des
groReren Terms ist dabei immer noch gréRer
als der doppelte Wert des kleineren Terms.
Die Ungleichheit bleibt bestehen.

Beispiel

Bestimmen Sie die Ldsungsmenge der Ungleichung 3x < 9.

Lésung
4. Termdivision

Durch die Multiplikation mit -:1; was der Divi-

sion durch 3 entspricht, erhalten wir eine
aquivalente Gleichung, denn der linksseitige
Term ist immer noch kleiner als der rechts-
seilige.

Beispiel

Bestimmen Sie die Ldsungsmenge von x - 2 > 3x - 6.

Lésung

Bei dieser Ungleichung kommt man erst
durch mehrere Umformungen zur Ldsungs-
menge.

Durch die Termaddition (+6) sowie die
Termsubtraktion (- x) ergibt sich die Unglei-
chung 4 > 2x.

Dividiert man diese Ungleichung durch 2, so
erhdlt man 2 > x. Diese Ungleichung kann
auch von rechts nach links gelesen werden.
Dabei ergibt sich die Ungleichung x < 2.

2-%x>3-2
x>6

L={x|x>6}

3x<9

1ax<o
3

x<3

L={x|x<3}

XxX—-2>3x-6
X=2+6>3x-6+6
X+4>3x
X—X+4>3x-x
4> 2x
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Die Termumformung kann aber auch in an-
derer Weise durchgefiihrt werden:

Um die Ungleichung - 2x > — 4 zu vereinfa-
chen, ist die Termmultiplikation sinnvoller-

weise mit der negativen Zahl {—%) durchzu-

fuhren.

Ohne das Ungleichheitszeichen umzukehren,
wirde aber das Ergebnis x > 2 herauskom-
men. Dies wére jedoch eine falsche und
damit keine zur urspriinglichen Aussageform
aquivalente Ungleichungsform.

Damit eine &quivalente Aussageform ent-
steht, ist bei der Multiplikation oder Division
mit einer negativen Zahl das Ungleichheits-
zeichen gleichzeitig umzukehren.

Wir wollen dies an einer einfachen Zah-
lenungleichung plausibel machen:

1<2 1 ist kleiner als 2
Umkehrung der Un-
1 (-1)>2-(=1) gleichheit bei nega-

tiven Faktoren

-1>-2 —1ist grofter als — 2

X-2>3x-6
X=2+2>3x-6+2
X>3x-4
Xx=3x>3x—-3x—-4
-2x>—-4

Umkehrung des Ungleichheitszeichens
bei Multiplikation mit negativen Zahlen
(Inversionsregel):

(—%)-(-2)() < (-%]-(-4)

xX<2
L={x|x <2}

Multiplikation mit—1

1 1 i
. + L) Al

-2 -1 0 1 é
-2<-1 1<2

Darstellung der Inversionsregel

Fir die L6sung von Ungleichungen ergeben sich somit folgende Aquivalenzsétze:
Durch Termaddition oder -subtraktion auf beiden Seiten einer Ungleichung erhélt man eine

dquivalente Gleichung.

Durch Termmultiplikation oder -division mit einer positiven Zah! auf beiden Seiten einer Glei-

chung entsteht eine dquivalente Gleichung.

Bei Termmultiplikation und Termdivision mit einer negativen Zahl oder einem negativen Term
entsteht nur dann eine &dquivalente Ungleichung, wenn gleichzeitig das Ungleichheitszeichen

umgekehrt wird (/nversionsregel).

Zusammenfassend erhélt man folgende Umformungsregeln:

1. Ungleichungen lassen sich durch Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division mit
einem positiven Term wie Gleichungen umformen.

2. Beim Multiplizieren und Dividieren mit einem negativen Term muss das Ungleichheitszei-

chen umgekehrt werden (/nversionsregel).
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13.3 Einfache lineare Ungleichungen

Beispiel
Bestimmen Sie die Losungsmenge der Ungleichung 3 (x = 1) > 7x + 5.
Lésung
Klammer ausmultiplizieren 3(x=1)>7x+5.
x-Glieder auf die linke Seite bringen (Term- Ix-3>7x+5
addition) und zusammenfassen ~4x-3>5
Zahlenterm auf die rechte Seite bringen —4x>8
(Termaddition) und zusammenfassen 5

X < —
Termdivision unter Beachtung der Inver-
sionsregel
Alle Zahlen, die kieiner als (- 2) sind, gehd- L= {x]x = _2}

ren zur Lésungsmenge.

Beispiel
Bestimmen Sie aus der Grundmenge G = N’ die Lésungsmenge der Ungleichung
2(x+5)+3>7(x+1)-3x.

Lésung
Klammern ausmultiplizieren und Terme zu- 2{(x+5)+3>T7(x+1)-3x
sammenfassen 2X+10+3>7x+7-3x
Aquivalenzumformungen durchfiihren -2x>-6

x<3
Da nur die natirlichen Zahlen zur Grundmenge L={t2}

gehdren, kommen als Zahlen, die kleiner als 3
sind, nur die Zahlen 1 und 2 in Frage.

13.4 Bruchungleichungen

Ungleichungen mit Bruchtermen, bei denen die L&sungsvariable im Nenner vorkommt, be-
zeichnet man als Bruchungleichungen. Da bei Bruchtermen der Nenner nicht Null werden darf,
missen wir wie bei Bruchgleichungen mit Hilfe der Definitionsmenge solche Werte ausschlie-
Ren, die den Nenner zu Null werden lassen.

Beispiel
Bestimmen Sie fur die Ungleichung
5

1

xX+1

die Definitions- und Lésungsmenge aus der Grundmenge G = Q.
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Ldsung
1. Methode

Um die Ungleichung bruchfrei zu machen, werden beide Seiten der Ungleichung mit dem
Hauptnenner (hier mit dem Faktor (x + 1)) multipliziert.

Dabei sind zwei Félle zu unterscheiden:

1. Fall: Multiplikator > 0 (positiv) — Ungleichheitszeichen bleibt gleich

2. Fall: Multiplikator < 0 (negativ) - Ungleichheitszeichen wird umgekehrt.

Lésungsgang

Bestimmung der Definitionsmenge D

Da flr x = — 1 der Nenner Null werden wiirde,
ist der Bruchterm und damit die Ungleichung
fiir diesen Wert nicht definiert.

Berechnung der Lésungsmenge L

1. Fall: Multiplikation mit dem Faktor
x+1>0

Da beide Ungleichungen gleichzeitig erflllt
sein miissen, wollen wir beide Ungleichun-
gen gleichzeitig nach x aufiésen und durch
das Zeichen ~ (und) verkntipfen.

Das Ergebnis wollen wir an der Zahlengera-
den veranschaulichen.

1
-1 0 1 2 3 k

2. Fall: Multiplikation mit dem Faktor
X+1<0

Bei der Multiplikation mit einem negativen
Faktor ist das Ungleichheitszeichen entspre-
chend der Inversionsregel umzukehren.

Auch dieses Ergebnis wollen wir an der Zah-
lengeraden veranschaulichen.

1
-2 -1 g 1 2 a 4

Wir erkennen aus den Teilldsungen, dass
zwei Zahlenbereiche zur L&sungsmenge
gehdren, namlich alle rationalen Zahlen, die
groler als 4 oder (v) alle rationalen Zahlen,
die kleiner als (— 1) sind.

D=Q\{-1}

5

— <1
x+1

Multiplikator
R

M<1-(x+1) und x-+1=0

X+1

x+1>0
x>~

5<x+1 X
4 <x A

Da beide Bedingungen gleichzeitig erfiillt
sein missen, folgt daraus (vgl. Zahlen-
gerade):

x>4
Multiplikator
PP tm,
52x+1 A x+1=0
X <4 A X<—=1

Da beides gleichzeitig erfillt sein muss, folgt
daraus

>

A
|

-t

Damit erhall man als Lésungsmenge

L={x|x=>4vx<—1}g
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2. Methode

Man formt die Ungleichung &quivalent so um, dass rechts Null steht. Durch entsprechendes
Erweitern und Zusammenfassen wird die linke Seile der Ungleichung so umgewandelt, dass
nur noch ein einziger Bruchterm Gbrigbleibt.

Nun werden Zahler und Nenner getrennt betrachtet. Ein Bruch ist z. B. kleiner Null (< 0), wenn
der Zahler negativ (< 0) und der Nenner positiv (= 0) ist. Entsprechendes gill fiir den umgekehr-

ten Fall.

Lésungsgang

a) Bestimmung der Definitionsmenge D
b) Umformung der Ungleichung

Alle Terme werden durch Aquivalenzumfor-
mung auf die linke Seite der Ungleichung
gebracht.

Erweitern mit dem Hauptnenner

Zusammenfassen der Bruchterme

¢) Fallunterscheidungen

1. Ein Bruchterm ist negativ, wenn der
Zahler negativ und der Nenner positiv ist.

N

Ein Bruchterm ist negativ, wenn der
Zahler positiv und der Nenner negatliv ist.

d) Formulierung der Lésungsmenge L

D=Q\{1}
5
— ]
X+1

5

_ <
X+1 P50

5 _1(x+1)<
X+1 X+1
5-~(x-|-1)<

X+1
4—x

<
x-+1

0

0

0

Zahler  Nenner
4-x<0Aax+1>0
X>4 Ax>~-1

Zahler  Nenner
4-x>0A%X+1<0
X<4Aax<—1

X <=1

L={x|x>4vx<—-1q

x<-1| | X=d

| 1
-1 o 1 2 8 4

Graphische Darstellung
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Beispiel
. . . x+3 X .
Bestimmen Sie die Definitions- und Lésungsmenge von T > = mitG=Q.
Lésung
Ldsungsgang nach der 2. Methode
a) Definitionsmenge D=Q\{0; 3}
X+3 X
b) Umformung der Ungleichung X > x—3
X+3 X
> %370
(Xx+3) (x=3)—x-X
0
x+(x=23) 3
-9
X (x=3) =l

c) Fallunterscheidungen

In diesem Fall ist der Zahler negativ. Da er Nenner negativ
keine Variable enthalt, kann er sich nicht
mehr verdndern. Dies bedeutet, dass der
Nenner negativ werden muss, damit der

(wenn die beiden Faktoren x und (x - 3)
ungleiche Vorzeichen haben)

Bruchterm positiv bleibt. x-(x-3)<0
Es gibt keine rationale Zahl, die negativ und 1 x<0 A (x-3)>0
gleichzeitig groRer als 3 ist. €0 A X593

kein Losungselement

2. x>0 A (x-=3)<0
x>0 A x<3

d) Losungsmenge D<x<3

Alle rationalen Zahlen im Intervall J0; 3[
gehoren zur Lésungsmenge L={x|0<x<3}q

Anmerkung.

Die Losungsmenge ldsst sich auch in folgen-
der Form schreiben:

Graphische Darstellung
L=]0;3[q der Lésungsmenge

Andere Schreibweise der Losungsmenge: L = (x; 3),

abhangig vom Fachbuch

runde Klammer: Grenze gehért nicht dazu

eckige (nach innen gerichtete) Klammer: Grenze gehért dazu
eckige (nach aussen gerichtete) Klammer: Grenze gehért nicht dazu
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Beispiel
. ¢ e . 3 4 g
Bestimmen Sie die Definitions- und Lésungsmenge von —— > —— mit G = Q.
X+2 x+1
Lésung
a) Definitionsmenge D=Q\{-1;-2}
i . 5
b) Umformung der Ungleichung X+2 x+1
3 4
X+2 x+1 0
3(x+1)—-4(x+2) S
(x+2)(x+1)
-x—5

X2 x> °

i__(()
(x+2) (x+1)

c) Fallunterscheidungen

Da bei dem vorliegenden Beispiel nicht nur zwei Félle zu unterscheiden sind, wollen wir ein
Lésungsschema anwenden.

Losungsschema
Zahler positiv negativ
x+5>0 x+5<0
x>-5 x<-5
Nenner negativ positiv
] x+2)x+1)<0 (x+2)(x+1)>0
"""" 1. X+2<0AXx+1>0 1. Xx+2>0Ax+1>0
 x<=2Ax>—1 x>-2Ax>-1
keine Ldsungselemente— el -x>.—‘i o
2. x+2>0Ax+1<0 2 x+2<0Ax+1<0
x>-2ax<-1 |  x<-2ax<-1
—2<x<-=1 X<=2
| Ergebnis - —2<x<—1 x<-5

d) Loésungsmenge L={x]-2<x<=-1vx<=5}g
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13.5 Ubungen

Bestimmen Sie die Lésungsmenge folgender Ungleichungen.

1. 25-10x < 70+5x (G=R)
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2. 3-(x=5)+2>75-5-(x=5)-13 (G=R)

10
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3. (2x=3)-(2x+3) < (2x-3)’ (G=R)

M
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4, xX+6>4x-12 (G=N)

12
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5. —1<2x A 1.5x§6+§ (G=2)

13
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(G=R)

14



bwz uri Ungleichungen

5x—20

<3 (G=R)

15
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13.6  Quadratische Ungleichungen

Die Lésungsmenge kann mit Hilfe einer Faktorisierung des quadratischen Polynoms und an-
schliessender Fallunterscheidung bestimmt werden. Dazu wird die quadratische Unglei-
chung zuerst auf die Form Ax? + Bx + C > 0 bzw. Ax? + Bx + C < 0 gebracht. Danach wird
der Term so umgeformt, dass zwei Faktoren F1 und F2 entstehen (Faktorzerlegung).

F1-F2>0
bzw. F1.F2>0 fur
F1-F2<0

F1>0 A F2>0
v (oder)
F1<O A F2<0

Ein Produkt ist > O wenn beide Faktoren grésser O oder beide Faktoren kleiner O sind!

Beispiel 1

Bestimmen Sie die Lésungsmenge der Ungleichung x> +3x—-10>0.(G = R)

D=R

x?+3x-10>0
(x+5)-(x-2)>0

T.Fall (+)-(+) — (beide Faktoren positiv)

X+5>0 A x-2>0
X >-5 A X>2
L, ={x|x>2}

2.Fall (-)-(-) — (beide Faktoren negativ)

x+5<0 A x-2<0
X< =5 X <2

L, ={x|x < -5}
Loésungsmenge

L=L, ?/I::{x|x>2 v x<-5}

[Faktorzerlegung

[Fallunterscheidung

16
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Grafische Interpretation von Beispiel 1

Die linke Seite der Ungleichung x* +3x—10>0 wird als Funktionswert einer Funktion auf-
gefasst, d. h. y=x"+3x —10. Der Graf dieser Funktion ist eine Parabel (zweiten Grades),
die im Koordinatensystem die x-Achse bei den Punkten (-5, 0) und (2; 0) schneidet:

-12 -10 -8

Yy
—_—

Interpretation: Die Lésungsmenge der Ungleichung x* +3x —10 >0 entspricht dem griin
markierten Bereich auf der x-Achse, in dem die Parabel oberhalb der x-Achse liegt!

Anschaulich: Alle x die in y eingesetzt werden, mussen einen positiven Funktionswert erge-
ben. Deshalb muss die Lésungsmenge im Intervall ]—oo;—5[ oder im Intervall ]2;[ liegen.

Bemerkunag: 2 ausgeschlossen

NG

2 eingeschlossen

17
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Beispiel 2

Bestimmen Sie die Lésungsmenge der Ungleichung —3x* +3x+18<0. (G =R)

D=R

—3x*+3x+18<0 |: (—3) — Relationszeichen kehren
x> =x-6>0 [Faktorzerlegung
(x=3)-(x+2)>0 [Fallunterscheidung

1.Fall (+)-(+) — (beide Faktoren positiv)

Xx=3>0 A X+2>0
X >3 A X> =2

L, = {x[x>3}

2.Fall (-)-(-) — (beide Faktoren negativ)

x-5<0 A X+2<0
X <5 A X< =2

L, ={x|x < -2}

L6ésungsmenge

L=L, VL ={xx>3 v x<-2}

18
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13.7 Ubungen

Bestimmen Sie die Lésungsmenge folgender Ungleichungen.

1. X*4+x-12>0 (G=R)

19
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2x—3
X—1

(G=R)

N —

20
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(5x+5)-x

5 G=R BM-Prifung Bern
3x+x°—4 g ( ) 9

21
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\Y
X | =

(G=R) BM-Priifung Uri 2004

w ‘

23
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x=1 x+1 (G=R) BM-Priifung Uri 1998
X+3 x-3

5.

25
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13.8  Ubungspriifung

Bestimmen Sie die Lésungsmenge folgender Ungleichungen.
Fur alle Aufgaben gilt G = R.

1. 4-2x<3x+4

3x-5 2x-1
<

27
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3. -8<5-0.5x<0
Zeichnen Sie den Grafen der Losungsmenge auf.

& >0
S (x=1)-(x+1)
Zeichnen Sie den Grafen der Losungsmenge auf.

28
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4+x 1
>
3+2x 2

29
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13.9 Grafisches Losen linearer Ungleichungen

Eine lineare Ungleichung mit einer Losungsvariable x lasst sich durch aquivalente Umfor-
mungen stets in folgende Form bringen:

Ax+B<0 bzw. Ax+B<O
(Ax+BZO bzw. Ax+B>O)

Die linke Seite der Ungleichung wird als Funktionswert einer Funktion (lineare Funktion)
aufgefasst und kann somit als Graf im Koordinatensystem eingezeichnet werden.

Beispiel
Bestimmen Sie grafisch die Lésungsmenge der Ungleichung 2x+5<2. (G =R)

2x+5<?2 |-2
2x+3<0
zugehorige (lineare) Funktion: y = f(x) =2x+3

Lésung:

y=2x+3

| x=-1.5ist die Nullstelle der Funktion
(Nullstelle: y = f(-1.5) = 0)

Alle x die in y eingesetzt werden und einen negativen Funktionswert (y < 0) ergeben, sind
Losungen der Ungleichung. Somit: L ={x eR[x <—-1.5}.

30



bwz uri Ungleichungen

13.10 Ungleichungen mit dem TI kontrollieren

Bei der Kontrolle von Ungleichungen muss der gleiche Term mit verschiedenen x-Werten
getestet werden. Damit das mihsame Eintippen nicht standig wiederholt werden muss,

kann der Term einmal eingetippt und abgespeichert werden. Danach kann der Term mit
verschiedenen Werten beliebig oft (und sehr schnell) berechnet werden.

5x - 20
X

Beispiel: <3mitL= {x eRl0<x<1 O} (Aufgabe 7 von Ubung 14.5)

Eingabe:  [ABEIXE2)0O]D]EX]STO(Y)[ENTER] (der Term auf der linken Seite wird
unter y abgespeichert)

Fir| FZ= |F3~| F4r | FE Fi=
Tools|AT3cbralCalc|Ander ¢[FrIER|LosCh

.5-><—2EI_}l=| Se(x—-4)
* ®

COx—200 %4y

MAIN GROAUTO FET 1/z0

Kontrolle: Der Term wird fir x = 10 wie folgt berechnet:

MIOXEDQIENTER
t_Y_J

links von Ziffer 7

Fir| FZ= |[F3~| F4~ | FE FE~
Tools|AT13cbralCalc)Ander ¢|Fr3ER|LosCh
my|x=10 3
MAIN GROAUTO FET 1/z0

FUr weitere Kontrollen muss nur der x-Wert geandert werden.
z. B. fur x =9.99:

Fir| FZ= |[F3~| F4~ | FE FE~
Tools|AT13cbralCalc)Ander ¢|Fr3ER|Losch

9.99 2.998

GROAUTO FET 1/z0

Achtung: Variable kann fir neue Berechnungen Uberschrieben werden.
Oder mit [2nd][VAR-LINK] kann die Variable auch gel6scht werden.

31
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13.11 Betragsgleichungen

Gleichungen, in denen die Unbekannte in Betrdgen vorkommt, heissen Betragsgleichun-
gen. Beim Auflésen des Betrages mussen Fallunterscheidungen vorgenommen werden.
Ist T(x) ein Term mit der Variablen x, so gilt:

T(x) fur T(x)=0 ... lg|=6
T0l= { “T(x) fiir T(x)<0 Beispiele: |-6] = —(-6) =6

Beispiel 1

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Betragsgleichung |4x|=12. (G =R)

D=R

1T.Rall 4| —» (x=0)
4x =12 |4

x =3 Da die Losung im Intervall [0; [ liegt, gehort sie zur Lésungsmenge.

x>0

L= {3}

2.Fall |- —> (x<0)

—4x =12 [ (-4)

x=-3 Da die Lésung im Intervall ]—o0;0[ liegt, gehort sie zur Lésungsmenge.
%,_/

x<0

L6ésungsmenge
L=L,vL, ={3,-3}

Kontrolle durch Einsetzen der Lésungen in die urspriingliche Betragsgleichung oder mit Tl

Fir| FZ= |F3«| F4r | FE Fa=
Tools|AT3cbralCalc|Ander ¢|Fr3ER|Losch

mLase(|4-x =12, %)
®=3 ok xw= -3

Losedabs(dxi=12,x2
MAIN GROAUTO FKT 1730

32
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en

Beispiel 2

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Betragsgleichung |x—1=5. (G =R)

D=R

TRl [+ - (x=120 - x21)
x-1=5 |+1
x =6 Da die Losung im Intervall [1;0o[ liegt, gehort sie zur Lésungsmenge.

x=1

L= {6}

2.Fall|-| - (x-1<0 — x<7)

—(x=1)=5

-X+1=5 [TU

x =-4 Da die Losung im Intervall ]—o0;1[ liegt, gehort sie zur Lésungsmenge.
—

x<1

Loésungsmenge
L=L,vL, ={6-4}

Kontrolle durch Einsetzen der Lésungen in die urspriingliche Betragsgleichung oder mit Tl

Fir| F&= |[F3~| F4r | FE Fa=
Tools|AT3cbralCalc|Ander ¢|Fr3ER|Losch

mLase(|x -1 =5, %)
®=6 oF x= g

Losedabs(x—12=0,x2

MAIN GROAUTO FET 1/z0

33
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Beispiel 3
Bestimmen Sie die Losungsmenge der Betragsgleichung |[2x —3|=4x-7. (G = R)

D=R

T.Rall 4| — (2x320 — xzij

2x-3=4x-7 [-2x |47

4 = 2x |2

x =2 Dadie Lésung im Intervall [3/2; [ liegt, gehort sie zur Lésungsmenge.
—_—

3
X2

2

2.Fall |- - (2x—3<0 - x<§j

—(2x=3)=4x-7

-2X+3=4x-7 |+2x |+7
10 = 6X |6

X = £l Da die Losung nicht im Intervall ]—0;3/2[ liegt, gehort sie nicht zur Lésungsmenge.
3 —_—

X<=
2

'_
N

Il
—~—
——

Loésungsmenge
L=L,vL, ={2}

Kontrolle durch Einsetzen der Lésungen in die urspriingliche Betragsgleichung oder mit Tl

Fir| FZ= |F3«| F4r | FE Fa=
Tools|AT3cbralCalc|Ander ¢|Fr3ER|Losch

mldze(|2 % -3 =4-x-7,x|
. w=2

MAIN GROAUTO FET ' 1/z0
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13.12 Ubungen
Bestimmen Sie die Losungsmenge folgender Betragsgleichungen.

1. x-1=1 (G=R)

1. Methode (ohne Festlegung von Intervallen)

2. Methode (mit Festlegung von Intervallen)

Kontrolle:
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2. [x=1=1 (G=R)
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Ungleichungen

Grafische Darstellung der Losungsmenge von Aufgabe 2

Variante 1: |[x =1 =1

vy Y2

3y
2
1)
0 X

5 4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5
_‘]_
-2
-3

, far

Variante 2: [x—=1-1=0 — vy, =[x-1-1 i
— yi=—(x-1)-1=-x flrx<1
Y1 v2 1

3y
2
1)
0 X

5 4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5
_‘]_
2|
-3
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3, |x|:4—§ (G=R)
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Grafische Darstellung der Losungsmenge von Aufgabe 3

Variante 1: |x| =4 —g

Y1
Y2

10]y

« y y/,4;x§x+4 far x>0
Variante2:0=4———|x| - y2=4———|x|
v 2 2 X 1 .
1 Y2 yZ:4—E—(—X)=§X+4 fur x <0
10]y
8]
6]
4]
2]
0 X
10 8 6 4 2 0 2 2 5 5 o
2]
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4. |[x=1+|x-=2|=5 (G=R)
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Grafische Darstellung der Losungsmenge von Aufgabe 4

x=1+x-2|=5

vi Y2 Y4

—_—
Y3

-2_

_3_

-4

-5

-6

-7
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13.13 Betragsungleichungen

Wird in einer Betragsgleichung das Gleichheitszeichen durch " <", "<", ">" bzw. ">" er-
setzt, entsteht eine Betragsungleichung. Betragsungleichungen kénnen entsprechend den
bereits behandelten Regeln (Betragsgleichungen bzw. Ungleichungen) gelést werden. All-
gemein sind die Loésungsmengen von Betragsungleichungen Vereinigungen von Intervallen.

Beispiel

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Betragsungleichung |[x—5/>4 . (G =R)

D=R

1.Fall[+] » (x-520 — x2=>5)

x—-5>4 |+4
x>9

L={x[x>5 A x>9}={x[x>9}

2.Fall|-{ - (x-5<0 — x<5)

-(x-5)>4 [Klammer auflésen
-X+5>4 |-5

—X > -1 |: (-1)

x<1

L ={xx<5 A x<l={xx<1}

L&sungsmenge

L=LvL,={xx>9 v x<1}

Kontrolle

T(0): 0-5/>4 —> 5>4 (w) korrekt!
T(): N-5>4 —> 4>4 (f)  korrekt!
T(9): 9-5/>4 —> 4>4 (f)  korrekt!
T(10): [10-5/>4 - 5>4 (w) korrekt!
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Grafische Darstellung der Losungsmenge des Beispiels

Variante 1: |[x -5/ >4

Y1

Y2

-4

3

2

1

1]

-3_

-4 |

5|

Variante 2: [x—=5/-4>0

—_—

Y1

Y2

y

— y,=|x-5-4 {

Yy, =x-5-4=x-9
Yy, =—X+5-4=—x+1

10

11

fur x>5
fur x <5

12

13

-4

3

2

1

_1_

3]

-4 |

5|

10

11

12

13
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13.14 Ubungen
Bestimmen Sie die Lésungsmenge folgender Betragsungleichungen.

1. [x=7<4 (G=R)
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Ungleichungen

Grafische Darstellung der Losungsmenge von Aufgabe 1

Variante 1: [x—7| < 4
vy Y2

127

10|

. Vi, =X—7-4=x-11
Variante 2: [x-7|-4<0 — vy, =[x-7-4
% Y2

Y. =—X+7-4=-Xx+3
12_y

10|

22

24 26 28

furx>7
far x <7

22

24 26 28
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X—3
X +

2. >6 (G=R)
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X+3
—X

3. >3 (G=R)
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13.15 Lineare Ungleichungssysteme

Beispiel 1 (Frommenwiler, Aufgabe 891a)

Schraffieren Sie das Gebiet, das durch die folgenden Ungleichungen bestimmt ist.
Es gilt G=RxR.

-2<x<8 (1)
3<y<5 (2)

Vereinbarung: ausgezogene Linie — Randgerade gehort zur Lésungsmenge!
gestrichelte Linie — Randgerade gehort zur Lésungsmenge!
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Beispiel 2 (Frommenwiler, Aufgabe 891b)

Schraffieren Sie das Gebiet, das durch die folgenden Ungleichungen bestimmt ist.
Es gilt G=RxR.

0<x<6 (1

OSyS—%X-ﬁ-S (2)
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Beispiel 3 (Frommenwiler, Aufgabe 892a)

Schraffieren Sie das Gebiet, das durch die folgenden Ungleichungen bestimmt ist.
Berechnen Sie die Koordinaten der Eckpunkte dieses Gebietes. Es gilt G =R x R.

x>0 (1)
y=0 (2)
y<=x+2 (3)
y>-=x+4 (4)
yz%x—z (5)
y
6
5]
4
3-
2
1]
0 X
2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
_1_
2
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Beispiel 4

Damit eine Halle optimal beleuchtet werden kann, sind mindestens 6 Beleuchtungskoérper
notwendig. Bei Verwendung von 250-Watt-Leuchten und 500-Watt-Leuchten darf der
stindliche Verbrauch nicht mehr als 2.5 kWh betragen.

Wie viele Installationen sind moglich?

Zuordnung der Variablen und Festlegung der Definitionsmenge:

Ungleichungssystem aufstellen (Nebenbedingungen, Einschrankungen, Restriktionen):

Ungleichungen ins Koordinatensystem einzeichnen:

(Frommenwiler, Aufgabe 902)

Losung:
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13.16 Lineare Optimierung

In unserer Wirtschaft und Technik treten Probleme auf, die mit Hilfe geeigneter Unglei-
chungssysteme gel6st werden kdnnen. Solche Probleme sind zum Beispiel:

a. Wie kann die Kapazitat von Maschinen so eingesetzt werden, dass der Gewinn mdg-
lichst gross wird?

b. Wie missen Transportmittel eingesetzt werden, damit die anfallenden Kosten so gering
wie mdglich bleiben?

c. Wie viel Waren von welcher Sorte missen eingekauft werden, damit bei gegebenem
Verkaufspreis ein optimaler Gewinn erzielt werden kann?

Zur Lésung solcher Probleme verbindet man genau wie bei der Aufstellung von Textglei-
chungen die vorgegebenen Bedingungen mit den Variablen x und y in Form von Unglei-
chungen. Durch die Aufgabenstellung wird nach einer sogenannten Zielfunktionsglei-
chung z = ax + by gefragt, die so klein wie méglich (z. B. Kosten) oder so gross wie
maoglich (z. B. Gewinn) werden soll. Die Zielfunktion z ist also immer die Grosse, welche op-
timiert werden soll.

Lésungsschema zum linearen Optimieren mit zwei Ldsungsvariablen
1. Zuordnung der Variablen und Festlegung der Definitionsmenge.

2. Die Aussagen des Textes in Form von Ungleichungen darstellen.
Achtung: Definitionsmenge nicht vergessen! Aus D = Ny x N, folgt: x>0 undy >0

3. Die Ungleichungen werden in einem Koordinatensystem grafisch dargestellt. Die Flache,
die von den Geraden berandet wird, nennt man Planungspolygon (Planungsvieleck).

4. Far das zu optimierende Problem (Minimum bzw. Maximum) wird eine Funktion aufge-
stellt. Diese Funktion heisst Zielfunktion (z.,, bzw. z,,,) und ist eine Gerade.

5. Steigung der Zielfunktion einzeichnen:
Die Steigung der Zielfunktion z ist bekannt und kann in das Planungsvieleck eingezeich-
net werden (z. B. fur z = 0 verlduft diese Hilfsgerade durch den Nullpunkt).

6. Nun wird die Hilfsgerade parallel in dem Planungsvieleck verschoben, dass sie durch den
aussersten Eckpunkt oder der dussersten Kante verlauft. Bei einem Maximum muss der
y-Achsabschnitt maximal bei einem Minimum entsprechend minimal sein!

7. Die x- bzw. y-Koordinaten dieses Eckpunktes, eingesetzt in die Zielfunktion, ergeben
den optimalen Wert fur die Zielfunktion. Da das Herauslesen aus der Grafik zu ungenau
ist, wird der Schnittpunkt berechnet.

8. Falls die Gerade der Zielfunktion mit einer Kante des Planungsvielecks zusammenfallt,
gibt es unendlich viele Lésungen, die durch den Abschnitt der betreffenden Gerade be-
schrieben werden.

9. Fir den Fall, dass die Nebenbedingungen von drei Entscheidungsvariablen abhangen,
ergibt sich die Losung als Schnittmenge von Ebenen, deren grafische Darstellungen ent-
sprechend schwierig ist.
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Beispiel 1

Ein EDV-Fachgeschaft bietet Monitore mit einer Bilddiagonalen von 17 sowie mit einer von
21 Zoll an. Gemass Vorgaben sollen von den 21 Zoll-Modellen héchstens 20 Sttick mehr als
von den 17 Zoll-Modellen angeschafft werden. Von den 17 Zoll-Modellen sollen héchstens
40 Stuck, von beiden Modellen zusammen hochstens 60 Stlck gekauft werden. Der Ge-
winn far ein 17 Zoll-Modell betragt CHF 40.—, fur ein 21 Zoll-Modell CHF 50.—.

Bei welchen Stlickzahlen ist der Gewinn am gréssten und wie gross ist er?
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65 |

60

55 |

50 |

45 |

40 |

35

30|

25 |

20 |

15|

10|
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Beispiel 2 (Frommenwiler, Aufgabe 909)

Aus Reis und magerem Schweinefleisch soll ein Eintopf zubereitet werden. Pro Person wer-
den 450 g Eintopf gerechnet, wobei nicht mehr als 300 g Schweinefleisch beigegeben
werden darf. Fir einen ausgewogenen Geschmack soll der Reisanteil gewichtsmassig
hochstens 75 % des Schweinefleischanteils betragen.

1 kg Schweinefleisch enthdlt 7'362 kJ, 1 kg Reis 15'447 kJ.

Wie muss dosiert werden, damit das Essen mdglichst energiereich sein soll?
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475 |
450 |
425 |
400 |
375 |
350
325 |
300
275 |
250 |
225 |
200
175 |
150 |
125 |
100 |

75

50

Q X
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