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14 Kurzeinfihrung Quadratische Gleichungen

14.1  Problemstellung 1

Der Flacheninhalt eines Quadrates betragt 64 cm?. Berechnen Sie die Seitenlange a.

Ldsungsansatz
Geg: A=64cm?
Ges: a=7?

Losung:

A=a" =64 cm’ N_ A

a,, = £,/64 cm?’

a,=8m

A =64cm? ©

a,=-8cm ergibt keinen Sinn!

Die Seitenlange betragt 8 cm.
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14.2  Problemstellung 2

Die Event AG organisiert Partys im KKL. Durch die Erhéhung der Eintrittspreise mochte die
Event AG ihre Einnahmen verbessern. Sie lasst daher eine Umfrage durchfihren, die fest-
stellt, dass die Einnahmen in Abhangigkeit des Eintrittspreises wie folgt zusammenhangen:

y: Einnahmen in CHF s
50000 !

40000 | E y= -25x2+2300x
y = —25x° + 2'300x (siehe Graph) :
30000 | i
x: Eintrittspreis in CHF :
y: Einnahmen in CHF 20000 :
10000 | E

A0]0) i B(Bx 10) x: Eintrittspreis in CHF
20 40 60 80 100 120 140

Bei welchem Eintrittspreis sind die Einnahmen am grdssten?

Ldsungsansatz

Geg: y=-25x"+2'300x, B,=0 (y-Koordinate von Punkt B)

Ges: x= ?X =7?

L6sung:

y=0 ly-Koordinate=0 — Nullstelle der Funktion

~25x* +2'300x = 0 (=25)

x* =92x =0 [x ausklammern —  Achtung: nicht durch x dividieren!
x(x=92)=0 [Produkt gleich Null —  beide Faktoren gleich Null
x,=0 |Losung 1 (siehe Punkt A — Ursprung)

X,—92=0 |L('jsung 2 (x-Koordinate von Punkt B)

X, =B, =92

Bei einem Eintrittspreis von CHF 46 sind die Einnahmen am gréssten.
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14.3  Problemstellung 3

Der Flacheninhalt eines Rechtecks betrégt 77 cm?. Die Lénge betragt 4 cm mehr als die
Breite. Berechnen Sie die Lange und die Breite des Rechtecks.

Ldsungsansatz

Geg: A=77cm’ l=b+4cm

Ges: |=?,b=7?
Lésung:
(1) A=1-b=77cm’ A
A =77 cm? o
(2) l=b+4cm
Y
2) in (1): A=(b+4 b=77cm’
(2) in (1) (b+4cm) cm . 1L b 44 i _
somit: b? +4bcm=77 cm?
ohne Einheiten: b*+4b-77=0
faktorisiert: (b+11)(b-7)=0
1. Lésung: b+11=0 — b,=-11 ergibt keinen Sinn!
2. Lésung: b-7=0 —> b,=7 — =11

Die Ldnge betragt 11 cm und die Breite betragt 7 cm.



bwz uri Kurzeinfihrung Quadratische Gleichungen

14.4 EinfGhrung und Begriffe

Gleichungen, in denen die Unbekannte in der zweiten Potenz vorkommt, heissen quadrati-
sche Gleichungen oder Gleichungen zweiten Grades.

Beispiele: x> =4, t*=-3t, y*—2y=y+4, 52°-3z+1=22"-4, usw.

Jede quadratische Gleichung kann durch elementare Umformungen auf die Form

A +Bx + C =0 A=0
quadratischer  linearer Konstante ABC—Form, Grundform
Term Term  (Absolutglied)

mit reellen Zahlen A, B, C gebracht werden. Ist A = 0, entféllt der quadratische Term und
die Gleichung wird zu einer linearen Gleichung Bx+C=0. Da diese bereits behandelt wur-
den, wird in diesem Kapitel stets A =0 vorausgesetzt. Weil A =0 ist, kann mit A dividiert
werden. Es entsteht die Normalform einer quadratischen Gleichung.

x2+%x+£:0 A=0 Normalform
z.B. 2x*+8x+6=0 |2 Grundform, abgekirzt GF
x> +4x+3=0 Normalform

Man unterscheidet weiter zwei Typen:

AC+C—0 A<0B=0 reinquadratische Gleichung
- T (linearer Term fehlt)
AX* +Bx+C=0 A#0 gemischtquadratische Gleichung
z.B. x*-9=0 reinquadratische Gleichung
5x* +7x—4=0 gemischtquadratische Gleichung

Einige spezielle Falle von quadratischen Gleichungen konnten wir bereits ohne Losungsfor-
mel l6sen. Diese Spezialfélle werden auf den nadchsten Seiten nochmals kurz aufgefihrt.
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14.5 Reinquadratische Gleichung: Ax* + C =0
(siehe Problemstellung 1)

Der einfachste Typ einer quadratischen Gleichung entsteht, wenn der lineare Term fehlt.

Ax* +C=0 A#0,B=0 GF reinquadratische Gleichung

Diese reinquadratische Gleichung lasst sich wie folgt umformen:

Je nachdem, ob die Konstante ueR grosser als Null, gleich Null oder kleiner als Null ist, er-
geben sich unterschiedliche Lésungen:

u>0: L={+\/J;—\/G}
u=0: L={0}
u<0: L={}

14.6  Gemischtquadratische Gleichungen ohne Konstante: Ax? + Bx =0
(siehe Problemstellung 2)

Auch die gemischtquadratische Gleichung ohne Konstante (C = 0) kann man ganz einfach
|6sen. Dazu wird die Gleichung umgeformt und faktorisiert:

Ax? +Bx =0 A=0,C=0 (Konstante C fehlt)
Ax’> +Bx =0 | A
X% + %x =0 |x ausklammern

x-[x+5)=0
A

Die Losungen ergeben sich aus der Eigenschaft, dass ein Produkt zweier Faktoren nur Null
sein kann, wenn (mindestens) ein Faktor gleich Null ist. Daher kénnen die Losungen direkt
abgelesen werden:

X, =0 oder X, +%:O, somit: L:{O; _%}
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14.7 Gemischtquadratische Gleichungen mit Konstante
(siehe Problemstellung 3)

Die gemischtquadratische Gleichung mit Konstante kann manchmal mit etwas Geschick
oder Erfahrung faktorisiert werden.

Ax? +Bx+C=0 A#0 Grundform

Die Lésung ergibt sich, wenn die Gleichung in folgende Form gebracht werden kann:

(x—=u)-(x=v)=0

Die Losungen ergeben sich aus der Eigenschaft, dass ein Produkt zweier Faktoren nur Null
sein kann, wenn (mindestens) ein Faktor gleich Null ist. Die Lésungen lassen sich wie im
letzten Kapitel direkt ablesen.

L={u;v}

Hinweise

— Leider ist nicht jede gemischtquadratische Gleichung mit Konstante ganzzahlig faktori-
sierbar. Im nachsten Abschnitt werden Sie ein Verfahren kennenlernen, das die allgemei-
ne L&sung von gemischtquadratischen Gleichungen erméglicht. Das Verfahren heisst
quadratische Erganzung.

— Bei gemischtquadratischen Gleichungen ohne Konstante (Ax* + Bx = 0) darf nicht durch
die Lésungsvariable x dividiert werden, da sonst die Losung x = O verloren geht.
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14.8 Losungsformel und Einfluss der Diskriminante

—B+4/B? —4AC
2A

AX* +Bx+C=0 — x;,= (A=0) ABC-Formel

Der Ausdruck unter der Wurzel D =B’ —4AC heisst Diskriminante (lat. discriminare: tren-
nen, unterscheiden) und bestimmt die Anzahl der Lésungen:

D>0: zwei reelle Losungen L={x;%,}
D=0: eine reelle Lésung (X, =X, =X) L={x}
D<0: keine reelle Losung L={}
Hinweise

— Diskriminante heisst die zur Unterscheidung dienende Grdsse. Sie unterscheidet die An-
zahl Lésungen der quadratischen Gleichung.

—Im Fall D < 0 gibt es keine reelle Losungen, da die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl
innerhalb der reellen Zahlen R nicht definiert ist.

— Die Lésungsformel auf reinquadratische und gemischtquadratische Gleichungen ohne
Konstante anzuwenden ist wenig sinnvoll, da diese schneller durch Radizieren bzw. durch
Faktorisieren gel6st werden kénnen.

14.9 Ubungen

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Gleichungen mit der Lésungsformel.
Fur alle Aufgaben gilt G = R.

1. 6x*+x-15=0

D=R, A=6, B=1 C=-15
| BB 4AC 1P -4-6-(-15) 13367 119
"2 2A 26 12 12
~1+19 3 -1-19 5
1= = — \V4 X2: = ——
12 2 12 _3
2
Kontrolle: 6(3j +§—15:O (W)
2) 2
6(3) +(—§j—15:o (w)
3 3

somit; L :{—E; E}
32
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2. 30> +4p=(p-5Y

D=R
3p> +4p=p° —10p+25 lin GF umformen
20’ +14p-25=0 |A=2, B=14, C=-25
BB _4AC —14%147-4.2.(-25) -14+39%
Pre 2A 2-2 4
1 _—14+4396 =1.4749 v p, LB =-8.4749
4 T T 4 T 11
Kontrolle: 3:1.4749° +4-1.4749 = (1.4749 - 5)2 (w)
12,4261 12.4261
3-(~8.4749Y + 4 -(-8.4749) =(-8.4749 - 5’ (w)
181.5739 181.5739
somit: L ={-8.4749;1.4749}

3. (5x+2)2 +46x =146x% +13

D=R

25x% + 20X + 4 + 46x = 146x% +13 in GF umformen
0=121x* —66x+9 |faktorisieren
02(11X_3)2 X1:X2:1_34|

mit Losungsformel: A=121, B=-66, C=9

BB _4AC 66%,(-66)-4-1219 66+0 66
T 2A B 2121 2121 2121

| w

X1,2

—_

1

_ 3 ¥ 3 3Y
Kontrolle: 5-ﬁ+2 +46-ﬂ=146- = +13 (w)

23.8595 23.8595

somit:

—
I
—
_\lU\J
—
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14.10 Uberblick tber die allgemeine Lésungsformel

Die allgemeine Losungsformel ist fur die Lésung aller quadratischen Gleichungen anwendbar, wie folgende Aufstellung zeigt:

Gemischtquadratische Gleichung mit Konstante

Eingesetzt in Lésungsformel

Lésungen x; bzw. x,

Ax?> +Bx+C=0 A,B,C=0

_ B++JB?—4AC

%2 = 2A

B+B2_4AC
%= A
BB -4AC
2A

X3

Gemischtquadratische Gleichung ohne Konstante

Eingesetzt in Lésungsformel

Losungen x, bzw. x,

Ax* +Bx =0 A,B=0; C=0

_ B+\B*-0 _-B+B

X =
12 2A 2A

_—B+B

X, = 0
2A
-B-B -2B B
XZ = = —
2A 2A A

Reinquadratische Gleichung ohne linearen Term

Eingesetzt in Losungsformel

Lésungen x; bzw. x,

;><
[
J’_
[
>N

—0++40% - +4/— +J-
Ax*+C=0 A,C20; B=0 X, = 04 SA aAC _ 2+ AAC:_ '?C:i/_%
VA X, =— {—E
A
Hinweis:  Die Losungsformel auf reinquadratische und gemischtquadratische Gleichungen ohne Konstante anzuwenden ist wenig sinnvoll, da

diese schneller durch Radizieren bzw. durch Faktorisieren gel6st werden kénnen.
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14.11 Erganzung zur Problemstellung 2

Die Event AG organisiert Partys im KKL mit durchschnittlich 1800 Besuchern. Der Reinge-
winn ist bei einem Eintrittspreis von CHF 20.— bescheiden. Die Event AG méchte durch die
Erhdhung der Eintrittspreise ihre Einnahmen verbessern, beflirchtet jedoch, dass durch die
Preiserhdhung die Partygaste ausbleiben werden. Sie lasst daher eine Umfrage durchfih-
ren, die folgendes feststellt:

Bei einer Preiserhdhung um 2 Franken wirde die Besucherzahl um 50 abnehmen, bei einer
Erhéhung um 4 Franken ginge die Besucherzahl um 100 zurtick usw. Dass heisst pro 2
Franken Preiserh6hung ginge die Besucherzahl um jeweils 50 Besucher zurtck.

Bezeichnen Sie mit x den Eintrittspreis und berechnen Sie:

a. Anzahl Besucher = f(Eintrittspreis) y, = f(x)
b. Einnahmen = f(Eintrittspreis) y, = f(x)
Einnahmen = Anzahl Besucher - x Yo=Y X
Y2 Y1

Lésung (Graphen):

Anzahl Besucher = f(Eintrittspreis)

2400 {Y
C(0 | 2300)

B0 = i i e - A(20| 1800)
B(24 | 1700)

Yy =-25x + 2300

D(92 | 0)

o] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

10
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Einnahmen = f (Eintrittspreis) = Anzahl Besucher - Eintrittspreis

v S(46 | 52900)
40000 1
30000 1
20000 1
10000 1

A(20 | 1800)
C(0 | 2300) B(24 | 1700) Y = -25x + 2300
DE210)
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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