bwz uri Parabel zeichnen

Parabel zeichnen Schritt fur Schrittanleitungen unter www.fraengg.ch — Klasse, GeoGebra)
Funktionsgleichung in ABC-Form Funktionsgleichung in Scheitelform Funktionsgleichung in Nullstellenform
y=2x"-4x-6
y=2(x"-2x-3) |2 ausklammern |y _2x? _4x-6=0 |:2
ot e y= Z[X w11 _3j | quadr. erganzen x*=2x-3=0 | faktorisieren od. Formel
y=2x"-4x-6 Eom (x+1)(x=3)=0  —>x,==1 v x,=3
yzz[(x—n - ] | Binom bilden y=2(x+1)(x-3) N,(-10), N,(3[0), A=2
y=2(x-1 S(11-8), A=2

mit Wertetabelle zeichnen
y(0)=2-0-4.0-6=-6

y()=2-7-4-1-6=-8 mit Scheitel S und Streckfaktor A zeichnen mit Nullstellen und Streckfaktor A zeichnen
y(2)=2-22-4.2-6=-6

usw.

Ay=A-Ax*=2-2°=8

y=2x2—4x—6 4 y=2(x—1)>—-8

-8
(i | -8))Ax =

Vorteil: funktioniert immer Vorteil: funktioniert immer Vorteil: schnell, falls Faktorzerlegung funktioniert
Nachteil: aufwendig Nachteil: Scheitelform muss hergeleitet werden Nachteil: funktioniert nicht wenn Nullstellen fehlen!



http://www.fraengg.ch/
http://www.geogebratube.org/student/mppzdvrzO
http://www.geogebratube.org/student/mbTRarP2a
http://www.geogebratube.org/student/mgcZD79Tr
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Funktionsgleichung aus Punkten berechnen

Funktionsgleichung aus Punkten berechnen

gegeben gesucht: y = Ax?2 + Bx + C Ansatz Vorgehen/Bemerkungen
/ Die x- bzw. y-Koordinaten jedes Punktes in
X die Funktionsgleichung y = Ax* + Bx + C ein-
drei Punkte P(x; y), Q(x; y) 3 4 5 86 y= A +Bx+C setzen. Es entsteht ein Gleichungssystem mit

und R(x; y)

y=Ax2+Bx+C

drei Unbekannten. Die Auflésung des Glei-
chungssystems liefert als Ergebnis die Para-
meter A, B und C.

die Nullstellen x; bzw. x,
und P(x; y)

y=A-(x=x)-(x=x,)

Die Nullstellen x1 bzw. x> und die Koordina-
ten des Punktes P in die Funktionsglei-
chungy =A"- (X —X1) - (X — X2) einsetzen.
Die Auflésung liefert den Parameter A. Da-
nach den Parameter A und die Nullstellen
in die Funktionsgleichungy = A - (X — X1) -
(X — x2) einsetzen und den Term ausmulti-
plizieren.

Scheitel S(xs; ys) und P(x; y)

y=Ax*+Bx+C

y=A~(x—x5)2+yS

Die Koordinaten des Scheitels xs bzw. ys
und die Koordinaten des Punktes P in die
Funktionsgleichungy = A - (X — Xs)? + ys
einsetzen. Die Auflésung liefert den Para-
meter A.

Danach den Parameter A und die Koordi-
naten des Scheitels in die Funktionsglei-
chungy = A - (x — Xs)? + ys einsetzen, den
Term ausmultiplizieren und zusammenfas-
sen.
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Transformation von Funktionen (siehe Frommenwiler auf den Seiten 163 und 164)

Transformationsregel Graph (Beispiele) Bemerkungen

fix) =% fix) = %@

gix)=x*+3 gix)=x*-5

Verschiebung um d in y-Richtung
d > 0 — Verschiebung nach oben
d < 0 — Verschiebung nach unten

.

9(x)=f(x)+d NI

i x
0 1 2 3 4 5 ] € -5 -4 31\2 1

Tipp: Kontrolle mit Nullstelle!

N

o
1
N
o
1

Achtung!
b wird zuerst im Argument addiert,
erst danach wird quadriert!

flx) = x* filx) =%

gx) = (x + 4y

a0) = (x- 3

g(x)zf(x+b) 6 5 -4 3 2 ‘:'

S(4 | 0)

Verschiebung um b in x-Richtung
b > 0 — Verschiebung nach links
b < 0 — Verschiebung nach rechts

-
.
0 1 2 3 4 5 6 6 5 4 3 -2 4

S(3|0)

Tipp: Kontrolle mit Nullstelle!

R S N
«

O N N
5




bwz uri Transformation von Funktionen (siehe Frommenwiler auf den Seiten 163 und 164)
Transformationsregel Graph (Beispiele) Bemerkung
=2 c=1/2
flx) = x* :Y f(x) = x2 \ :Y
g =2 4 gl =1/2 -2 “.‘ .
6 -5 -4 P U(D|1D) 6 -5 -4 P U(U|1D)
s s Streckung/ Stauchung
4 - um c in y-Richtung
f(x) =X c> 1 — Streckung
0 <c< 1 — Stauchung
g(x)=c-f(x) =2 c=-1/2
4 & ¢ < -1 — Streckung/Spiegelung
= ; fw =¥ ; -1 < ¢ < 0 — Stauchung/Spiegelung
glx)=-2 % g =-12-% % .

I S

Wichtig: Die Transformationsregeln lassen sich auf alle Funktionen tbertragen!
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15 Quadratische Funktionen (Ubungen)

15.1 Scheitelform bestimmen (Uber die Nullstellen)

1. Gegeben sind folgende Funktionen: y, =%x2 +2x-3 undy, =%x +1

a. Berechnen Sie die Nullstellen der beiden Funktionen.

b. Berechnen Sie die Koordinaten des Scheitelpunktes der Parabel.

c. Berechnen Sie die Schnittpunkte der beiden Funktionen.

d. Zeichnen Sie die Graphen der beiden Funktionen in das Koordinatensystem ein.

1 1
Geg: y, =—x* +2x -3, =—x+1
g Y, 2 Y, 5
Ges:

Q

N,uN,:y,(x)=0, Ny:y,(x)=0
S=?
¢ A=?, B=? (wenny,=y,)

o

L6sung:
a. y1=%x2+2x—3=0 |4
x> +8x—-12=0
—Siaf82—4-1-(—12) —8+/112
e = 2 T2
x;,=1.2915 v x,=-9.2915 N, (1.2915; O), N, (-9.2915; O)

X==2 N;(-2;0)

X X,
2 2 _

V=¥ (%) =g (-4) +2(-4)-3==7  S(-4:-7)

1.2915-9.2915 4

b. X

. y=y, = %x2+2x—3:%x+1 |4
X2 +8x—12=2x+4 |—2x |-4
X*+6x-16=0=(x+8)-(x-2)
X, ==8 v Xx,=2 A(-8;-3), B(2;2)
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Koordinatensystem fir Aufgabe 1:

y1(x)=1/4x2+2x—3

S(-4-7) 8]

12}
13}




bwz uri Quadratische Funktionen (Ubungen)

15.2 Scheitelform einer Parabel ist durch drei Punkte bestimmt (A, x; und y,)

2. Berechnen Sie xs und ys so, dass der Graph vony = (x — Xs)* + ys durch die Punkte
P(-31]5)und Q (5| 5) geht.

Variante 1 mit Gleichungssystem, P bzw. Q in Scheitelform einsetzen:

Geg: P(—3|5), Q(5|5), VZ(X—X5)2+VS
Ges: Xs=?, Ys=7

Losung:
P eingesetzt: 5=(-3-x, )2 +Ys = 5=9+6X, +X +Vs (1)
Q eingesetzt: 5= (5—x5)2 +y; — 5=25-10x +Xs2 +¥Ys (2)
(1)-(=1): ~5=-9—6xg — X’ Vs (a)
(2): 5=25-10X, + X" + Vs
(1a)+(2): 0=16-16x
damit: Xs =1 (3)
(3)in(1): 5=(-3-1)" +vy,

5=16+y;
damit: ys=-11
und: y=(x—1)2—11



bwz uri Quadratische Funktionen (Ubungen)

Variante 2 mit Ausnutzung der Symmetrie P(y) = Q(y):

Geg: P(-3[5), Q(5), y=(x—xs)" +Ys
Ges: x;=?, Yy,=?

Losung:
Sehr eleganter Losungsweg, Prinzip muss aber zuerst erkannt werden.
X muss in der Mitte der x-Koordinate von P und Q liegen (wegen Symmetrie).

P +Q, 345
2 2
Q u. x, einsetzen: 5:[5—1]2 +Y

somit: Ys=5-16=-11 und y=(x-1)" =11

damit: Xs

(=N

~

P(-3]15) 5 QE19)

11 10 9 8 -7 6 5 -4 - s 7 8 9 10 11

s(1]-11)
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15.3 Eine Parabel ist durch 3 Punkte bestimmt (A, B und C)

3. Gemadss einem Testbericht in der Automobil Revue zeigt der Personenwagen Nissan
Primera die untenstehende Abhangigkeit des Benzinverbrauches y von der Geschwin-
digkeit x. Die funf Messungen ergeben einen Graphen, der dem Ausschnitt aus einer
Parabel ahnlich sieht. Verwenden Sie die Punkte P,(60;5), P,(100;6.4), P5(140;9.2) und
bestimmen Sie die Funktionsgleichung y = Ax? + Bx + C der Parabel, welche durch diese
drei Punkte verlauft.

AT o N @ w o

60 80 . 100 120 : 140
-~ km/h

Hinweis: Das Gleichungssystem kann natdrlich mit dem Tl gelést werden!

Geg: P,(60[5), P,(100[6.4), P,(140[9.2)
Ges: A=?, B=?, C=?

Losung:

Ansatz: y =Ax* +Bx +C (1)

die drei Punkte in die Gleichung (1) eingesetzt:

3(605.0} 5.0=A-60"+B-60+C (2)

y

P2[1006.4j: 6.4=A-100? +B-100+C (3)
y

%(1409.2} 9.2=A-140>+B-140+C (4)
y
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C ersetzen aus (2) und (3), durch Gleichsetzen C = C:
5.0-3'600A -60B=6.4-10'000A —100B

C C

6'400A +40B=1.4 (5)

C ersetzen aus (3) und (4), durch Gleichsetzen C = C:
6.4—-10"000A -100B=9.2—-19'600A —140B

C C

9'600A +40B=2.8 (6)

B ersetzen aus (5) und (6), durch Additionsverfahren:

(6): 9'600A +40B=2.8
(5a): —6'400A -40B=-1.4 (5) mit —1 multipliziert
3'200a=1.4
7 50004375 (7)
3'200 16'000

(7)in (5):  40B=1.4—6'400A
_1.4-6'400A 7

B - =-0.035 (8)
40 200
. , 221
(7u.8) in (2): C=5.0-3'600A ~60B =~ =5.525
somit: y =0.0004375%* —0.035x +5.525
Kontrolle: Einsetzen der drei Punkte in die berechnete Funktionsgleichung!

10
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15.4 Schnittpunkte von Funktionen
4. Gegeben sind die Parabel y = — x*> + 4x + 5 und die Gerade y = 2x + 1. Bestimmen Sie:

a. den Scheitelpunkt S der Parabel.

b. die Schnittpunkte A und B der Parabel mit der Geraden.

c. den y-Achsenabschnitt b der Geraden y = 2x + b so, dass die Gerade die Parabel be-
rahrt. Wie heissen die Koordinaten des Berihrungspunktes C?

d. Zeichnen Sie die Graphen in das folgende Koordinatensystem ein.

Geg: y, =—Xx" +4x+5, y,=2x+1
Ges: S=?, A=?, B=?, y,=2x+b, C=?

Losung:

a)  Berechnung Scheitelform:
Y, =—(x2 —4x—5)=—(x2 —4x+2° -2 —5)=—[(x—2)2 —9J=—(x—2)2 +9
somit:  S(2]9)

b)  Schnittounkte AundB - vy, (x)=Yy,(x)
—X* +4X+5=2x+1 -2x -1

X’ +2X+4=0

BB —4AC _—2i,/22—4-(—1)-4 _2+420

X12 oA () >
X, ==1.24 oder x,=3.24

y(x)=2x,+1==1.47 und y(x,)=2x, +1=7.47

somit:  Punkt A(—~1.24]-1.47) und Punkt B(3.24]7.47)

0  Ansatz: y,(x)=y;(x) und Diskriminante =0
X +4x+5=2x+b > -x*+2x+5-b=0
BF-4AC=0 — [22-4(-1)(5-b)=0
J2 +4-(5-b) =V2" +20-4b =24 -4b =0
24-4b=0 — 4b=24 - b=6
somit:  Der y-Achsenabschnitt b muss 6 sein, y, (x) = 2x +6!

Ansatz fur Berthrungspunkt C: y,(x)=y;(x) und Diskriminante =0

x> +4x+5=2x+6 — —-x>+2x-1=0

_ BB -4AC B+0 -2

X, =X, = = —=1 - N=2x+6=8
b 2A 20 2 > (1) =

somit:  Der Beriihrungspunkt C hat die Koordinaten (1/8)

M
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Koordinatensystem fir Aufgabe 4:

11

10

Cot L8 B(3.24| 7.47)

y1(x)=-x2+4x+5

y2(x)=2x+1

[A(-1.24 | -1.47)

12
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5. Eine Parabel geht durch den Ursprung des Koordinatensystems. Der zweite Schnittpunkt
der Parabel mit der x-Achse, sowie der Scheitelpunkt liegen auf der Geraden y = — 3x + 24.

a. Berechnen Sie die 2. Nullstelle und die Koordinaten des Scheitels der Parabel.
b. Wie heisst die Funktionsgleichung der Parabel?
c. Stellen Sie die Gerade und die Parabel graphisch dar (K-System auf nachster Seite).

Geg: y,=-3x+24, N,=(0[0), S,N, ey,
Ges: N, =2, S=2, y,=A-(x=xX) +Ys

Losung:

a)  Berechnung der zweiten Nullstelle:
y;=0=-3x+24 — 3x=24 —> x=8
somit:  N,(8|0)

Berechnung von S:
X;+%X, 8+0
Xg=—F7T"= 4 = = . 12
2 2
somit:  S(4[12)

b) Berechnungvonyz:A-(x—x5)2+y5 —  S(4[12) und N,(8|0) einsetzen:
0=A-(8-4Y +12 — 0=16-A+12 — A=-12_3
16 4
" 3 , 3
somit: yzz—Z-(x—4) +12:—Z-(x —8x+16)+12

3.
=——X"+6Xx
Y, 4

b)  Bestimmung von Streckfaktor A (anschauliche Variante):
aus Graph ersichtlich: Ax =—-4 und Ay =—12
Ay =12 3

damit:  Ay=A-AX —> A=—Z-= s=—=
AX (_4) 4

somit: vy, =—%-(x— )2+12=—%-(x2—8x+16)+12

3.2
=—=X"+6X
Y2 4

13
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Quadratische Funktionen (Ubungen)

Koordinatensystem fir Aufgabe 5:

67
28,

24

23 |
22 |
21|

IN Iw Ih Im Im I...~l Im I(o Io

—_—
1

y.=-3x+24

N4(010)

y =-0.75%* + 6x

CIlF

0

1 2 3 4 5 6 7

9 10 1

14
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6. Die quadratische Funktion y = Ax* + Bx + 3 (x, A, B €R) besitzt den Scheitelpunkt S(1;ys)
und es gilt y(4) = -5.

a. Berechnen Sie A, B und ys. Bestimmen Sie anschliessend die Nullstellen und skizzie-
ren Sie den Graphen (K-System folgt auf den nachsten Seiten).

b. Wie lautet die Gleichung der Geraden, welche durch den Scheitelpunkt S und die
grossere der beiden Nullstellen geht?

Geg: y,=AX*+Bx+3, x;=1 P(4]-5), P,(03)—>C=3
Ges: A=?, B=?, y.=?, N=?, N,=?7, y,=?

L6sung:

a) P (4]-5) und P,(0[3) und x, =1in Scheitelform y = A(x - x;)* +ys einsetzen:
5=A(4-1)+y, =9A+y, (1)
3=A(0-1) +y, =1A+y, (2)

(1): -5=9A+y; (1)
(2)-(-1): -3=-1A—-y, (2a)
(1)+(2a): -8=8A - A=-1 (3)

(3)in(2): 3=-1+ys -y, =4

somit : y=—1(x—1)2 +4
y=—1(x2—2x+1)+4=—x2+2x—1+4

y=—x"+2x+3

Nullstellen berechnen:

yz—(x2 —2X:§j;(j+1)(x—3)

somit: N,(-10) v N,(3[0)

b)  Berechnungvony,:
moAy_ A
Ax 2 T
S(114) iny, einsetzen: b=4-(-2)-1=6

somit: y,==2Xx+6

15
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Quadratische Funktionen (Ubungen)

Variante Uber ABC-Form:

Geg: y, =Ax’+Bx+3, x,=1 P /(4]
Ges: A=?, B=?, y.=?, N,=?,
L6sung:

a) Berechnung von A und B:

P,(4]-5) eingesetzt:
P,(~2|-5) eingesetzt:
Gleichung(2)-2:

(1)+(2a):
damit:
(3)in(1):
damit:

somit:

ys berechnen:

somit:

Nullstellen berechnen:

somit:

Berechnung von y,:

S(1)4) iny, einsetzen:

somit:

-5), P,(0]3) — wegen Symmetrie zu x: P, (-2|-5)
N,=?, y,=7?

—5=16-A+4-B+3 (1)
—5=4.A-2-B+3 (2)
~10=8-A-4-B+6 (2a)
~15=24A+9

24
A="20 o 3

24 — (3)
5=-16+4-B+3
g_5+16-3_8

4 4=

y, ==X’ +2x+3

Y=Y, (x)=-F+2-1+3=4
s(1ja

y =—(x2 —ZX%\E;CXH)(X—B)

N,(-10) v N,(3[0)

—

_Ay A

= "5 -
b=4-(-2)1=6
y, ==2x+6

16
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Quadratische Funktionen (Ubungen)

Zweite Variante Uber die Scheitelform (kompliziert):

L6sung:

a)

Scheitelform berechnen:

y, = Ax* +Bx +3

Y, =A[X2+Ex+ij
A A

;. BY (BY 3
y, =A. x2+—x+(—j —(—) + =
A 2A 2A A
(o BY B 3] [ BY B 12A
Vi=A || Xt | ——+— [ZA | X+t — | ——5+—
U 2a) aat A 20)  4A? T 4A
2
B 12A-B B 12A—B?
Vi=A | Xt | +—5— [FA | X+ | +
| 2A 4A | 2A 4A
damit: £=—1 — B=-2A
2A

P,(4]-5) u. (1) in (0):

(2) in (1):

somit:

—5=A-42+(=2A)-4+3

-5=16A-8A+3
A-2T3
8

y, =—x>+2x+3

|

(0)

(1)

(2)

17
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Quadratische Funktionen (Ubungen)

Koordinatensystem fir Aufgabe 6:

Yo =-2X+6

S(114)

yq =X+ 2x+3

I---1----------_---------

18



