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16 Nichtlineare Funktionen

16.1  Wichtiges tber mathematische Funktionen

Definition Funktion

Wird durch die Gleichung y = f(x) jedem x des Definitionsberei-
ches genau ein y des Wertebereiches zugeordnet, nennen wir
dies eine Funktion f. In einer Wertetabelle kénnen Zahlenpaare
(x]y), welche y = f(x) erfullen, aufgeschrieben werden. Zeichnen
wir alle Punkte P(x|y), deren Koordinatenpaare Losungen der
Gleichung y = f(x) sind, in ein Koordinatensystem, entsteht der
Graph von f. Falls kein Definitionsbereich angegeben wird, ist |
dafur die grosstmagliche Teilmenge der reellen Zahlen zu neh- x
men, fUr welche der Term f(x) definiert ist.

Nullstellen (Schnittpunkte)

Schneidet der Graph einer Funktion f die x-Achse in einem v
Punkt N, ist x Loésung der Gleichung f(x) = 0 und x heisst Null- y=f0x)
stelle von f. Schneiden sich die Graphen von zwei Funktionen f ~ ~ly=a

und g in einem Punkt S, ist xs Lésung der Gleichung f(x) = g(x).
Falls diese Lésungen nicht exakt berechnet werden kénnen,
werden sie mit einem Naherungsverfahren auf dem Taschen- .
rechner oder Computer approximativ bestimmt. /fo» %5

s Sixglyg)

Lineare Funktionen (Geraden)

Eine Funktion f mit der Gleichung y = mx + b heisst lineare y
Funktion. Sie hat als Graph eine Gerade durch den Punkt R(O|b)

mit der Steigung m= Ay _Yaz¥
AX  Xq—Xp yp'/? -

y = mx + b wird oft explizite Geradengleichung genannt. Eine _AMraw) |

andere Darstellung der Geraden hat die Form Ax + By + C = 0. i

Sie heisst implizite Geradengleichung und kann, wenn B nicht ;P

Null ist, nach y aufgeldst werden. Falls B =0 und A # O ist, er-

halten wir eine Parallele zur y-Achse.
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Quadratische Funktionen (Parabel 2. Ordnung)

Eine Funktion f mit der Gleichung y = Ax? + Bx + C heisst quad-
ratische Funktion (Parabel 2. Ordnung). Ihr Graph ist symmet-
risch zur Geraden x = —B/2A und ist stets eine Parabel.

Fir D = B2 — 4AC > 0 hat f zwei Nullstellen x; bzw. x5:

—B++/B? —4AC —B—+/B? —4AC
X, = oder x, =
2A 2A
X1, X, sind die Lésungen der quadratischen Gleichung f(x) = 0.
Eine andere Darstellung fur f hat die Form y = A(x — Xs)? + s.
Sie entsteht, wenn die Parabel y = Ax? parallel verschoben wird,
bis ihr Scheitel neu im Punkt S(xs|ys) liegt (Scheitelform).

Polynomfunktionen

Eine Funktion f mit der Gleichung f(x) = Ax® + Bx?+ Cx + D

(A # 0) heisst Polynomfunktion dritten Grades. f hat mindestens
eine Nullstelle, je nach Wahl der Koeffizienten A, B, C, D
manchmal auch drei Nullstellen und in Spezialféllen zwei Null-
stellen. f hat entweder zwei lokale Extremalstellen’ oder keine
und hat immer genau einen Wendepunkt?.

Analoge Aussagen gelten bei Polynomfunktionen vierten

f(x) = Ax* + BX® + Cx? + Dx + E und hoheren Grades. Statt von
Polynomfunktionen oder Polynomen spricht man auch von
ganzrationalen Funktionen.

Potenzfunktionen

Eine Funktion f mit der Gleichung f(x) = Ax" heisst Potenzfunkti-
on. Sie verlduft fur jede Wahl von n durch den Punkt P(1]A). Die
Zeichnung zeigt mit A = 1 die moglichen Verlaufe je nach Wert
von n. Falls n ganzzahlig und gerade ist, hat der Graph im II.
Quadranten eine achsensymmetrische Fortsetzung. Falls n ganz-
zahlig und ungerade ist, hat der Graph im lll. Quadranten eine
punktsymmetrische Fortsetzung. Falls n negativ ist, sind die Ko-
ordinatenachsen Asymptoten?. Falls n ein Bruch ist, ergibt sich
eine Wurzelfunktion (nur definiert fir x > 0).

Sixglvg)

Bezeichnet ein Minimum bzw. Maximum einer Funktion. Globale (oder absolute) Extrema beziehen sich auf den ganzen Definitionsbereich

einer Funktion, wahrend lokale (oder relative) Extrema nur in einem (kleinen) Intervall maximal bzw. minimal sind.

te wendet. Die Tangente im Wendepunkt heisst Wendetangente.

Wendepunkt nennt man den Punkt eines Graphen, in dem sich die Kurve von der einen Seite der Tangente auf die andere Seite der Tangen-

Asymptoten sind Geraden oder Kurven, die man als Tangenten von Funktionen im Unendlichen auffassen kann. Der Graph der Funktion na-

hert sich dieser Asymptote, erreicht sie aber nie! (asymptos ist griechisch und bedeutet «nicht zusammenfallend»)
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16.2 Charakteristische Punkte eines Funktionsgraphen

Abis D: relative Extremstellen
(Maximum bzw. Minimum)

N1 bis N4: Nullstellen

Asymptote

Maximum

Punkt eines Graphen dessen benachbarte Punkte (vorher und nachher) einen kleineren
y-Wert aufweisen. Die Tangente an den Graphen verlauft in diesem Punkt parallel zur
x-Achse bzw. ihre Steigung ist gleich Null.

Minimum

Punkt eines Graphen dessen benachbarte Punkte einen grésseren y-Wert aufweisen.

Die Tangente an den Graphen verlauft in diesem Punkt parallel zur x-Achse bzw. ihre Stei-
gung ist gleich Null.

Wendepunkt

Punkt eines Graphen in dem sich die Kurve von der einen Seite der Tangente auf die andere
Seite der Tangente wendet. Die Tangente im Wendepunkt heisst Wendetangente.

Sattelpunkt

Punkt eines Graphen bei dem die Wendetangente parallel zur x-Achse verlauft bzw. ihre
Steigung gleich Null ist.

Nullstellen

Jene Stellen einer Funktion, bei denen der Graph die x-Achse schneidet bzw. wo die
y-Werte gleich Null sind.

Asymptoten

Sind Geraden oder Kurven, die man als Tangenten von Funktionen im Unendlichen auffas-
sen kann. Der Graph der Funktion nahert sich der Asymptote, erreicht sie aber nie!
(asymptos ist griechisch und bedeutet «nicht zusammenfallend»)
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16.3 Die Potenzfunktionen

Potenzfunktionen haben die Form y = x ". Der Verlauf des Graphen einer Potenzfunktion

ist vor allem abhé#ngig vom Exponenten n.
Man unterscheidet:

Ganzzahlige, positive Exponenten; (n=2,34,5, ....... )
Die Graphen sind Parabeln

n = 2,4,6 ... ===> Parabeln gerader Ordnung,

n = 3,5,7 ... ===> Parabein ungerader Ordnung

Ganzzahlige, negative Exponenten; (n=1,2,3,4...)
Die Graphen sind Hyperbeln

n= 24,6 ... ===> Hyperbeln gerader Ordnung

n = 1,3,5 ... ===> Hyperbeln ungerader Ordnung

Gebrochene Exponenten, d.h. der Exponent

ist ein Bruch; - 1123
(2.7 7743 34 )

Es ergeben sich die Wurzelfunktionen

Potenzfunktionen mit ganzzahligen geraden Exponenten

AY
Aufgabe:
——— . -10__ —
Zeichnen Sie den Graphen ’9
fir die Potenzfunktion | |
2
y=x . it
fir positive und negative ?.
x - Werte. T ' BEEEEEE
. 8 -
—
Es ergibt sich: — — 5 1
—_— | Ly
4
i
i s B R A TSR 3
i I
- s i 1 2 *.
........................................ 1
....................................... s5tatatot- L 1to+3+a+s
- A2 41
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Aufgabe: L . |12 | .1
\| | ) /1
Zeichnen Sie den Graphen \ \ a
fiir die Potenzfunktion \ \ |
+ 8
\ | /
fur positive und negative \ 6I
X - Werte mit: Y i L
a=1; 05:2: -1 | N |r
Es ergibt sich: | ~ J
— ~3 =
-5 4 | -a -1 q I~ 2 5 >
_ TN x
. -~ 1 \
- / ’
/ j
|
/ *l
- T ', 12 1
Aufgabe: i i 9 AY I
|
Zeichnen Sie den Graphen ' | 1;
fiir die Potenzfunktion \ 111 R I J’f
In) f |
NAEE /
fir positive und negative \\ I I /
x - Werte mit: A 5 /
b= 15 0;-2 1| l
g 4
Es ergibt sich: \ i / ;,‘i ]
NN \ - | [
= H | 3
B o ]
- N T /
I Ij \\L- :
-5 |-4 | -3 N1 o [ 1] 5 t
:
- | NE
|
B ) ! I - Ia' ]
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Aufgabe:

Zeichnen Sie den Gr T T HEEEE
o die Poterzimition, +\"_r 11 j—t \ —H BN
- EE) ANEAE
fir positive und negative I ' ; L |

X - Werte mit: \ EI 8]’.! \
a=-50; 3 NEE \‘lgff_ fr
Es ergibt sich: J ! I ﬁ/ i ! | 4' [
— P [ ¥ |
. ! : l‘ll T T
— ‘1, I
S | ﬁ AR\ f
S t [ 4 ; ‘* ,
\ L/ / \ /
. v? JT 1T\ /
O NTIOTNTATH \ /
AN
———— NN 17
B ol | A
4T-3T-21-1 1t2T3T4T5+T61T7+8
Aufgabe: | E — N 0 N l I
Zeichnen Sie den Graphen R \ g{ | I
fiir die Potenzfunktion JIA \ - [ [1]
B A
o ;
ol - \ g\‘\ / in
alb=0/0;-25/0;-25/-3 \ | \\ / L ',1
Es ergibt sich: \ 4". J 1
‘\‘\ 3 \L \l ."l ,"f
ERUPSNANS /17
I\Z\ NN/
\:\-d-—-’% \\ /x’ j.‘
sT4T-3T-27A1 Y1213 1415 6
= | \ /
o I = N
T N 7
=
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Potenzfunktionen mit ganzzahligen ungeraden Exponenten

Aufgabe: o . ﬁ Y | |
Zeichnen Sie den Graphen | |
fiir die Potenzfunktion | 5 7 T
y = X" | i 4 R ]
fir positive und negative 3 —
x - Werte mit: 5
n=3;5 - T 2
Es ergibt sich: i 1 l
| — e
' 5T4T-31-27-1 11213 7475 X
) -2
-3 .
l T
- +-4
5 |
T !
6 1
Potenzfunktionen mit . ; i
ganzzahligen negativen . 5 8 - !
Exponenten HE ;-
4
Aufgabe: .
3
Zeichnen Sie den Graphen : : :
fiir die Potenzfunktion - 2 i
y = )(‘1 = 1 1 B '
X
fiir positive und negative et >
3 ANais 5T-4T-3T2T-17 11721t3+t475 X
Es ergibt sich: | .
-2 |
3 4
-4
I S s
" 16" !
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Potenzfunktionen mit ganzzahligen ungeraden Exponenten

fiir positive und negative
x-Werteund a = 1
Es ergibt sich:

Aufgabe:
—_— A Y
Zeichnen Sie den Graphen i L B : | | I
fiir die Potenzfunktion | = ———
) 7 '
y=ax" T
4 i
mit positiven und negativen ; E
x - Werten und 3 i
mita= 1; 2, 0,5; - 1 ‘2 . i
Es ergibt sich: | i
: |
- | I
— L i S
ST-47-37-27-17 1“2T3 T4T5 X
l 1T F L]
E ' HEE
— 2 1T
- - :.-3 : ; i 1
T
r-4 SEEE
|| & | 11
A,
S LANEE
Zeichnen Sie den Graphen : 5 |
fur die Potenzfunktion bk
4
y=ax" I
3
2
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Anmerkung

Die Potenzfunktion y = x" ist nicht mit der Exponentialfunktion y = a* zu verwechseln. Bei
einer Potenzfunktion ist der Exponent fest, die Basis aber variabe/ (daher auch die Bezeich-
nung). Bei einer Exponentialfunktion dagegen ist die Basis a fest und der Exponent variabel.

Eingescannt (Frommenwiler, Seite 200)

16.4 Ubungen, Frommenwiler
Losen Sie die folgenden Aufgaben:

Nummer Seite Bemerkungen

736 (alle) 197 Kontrolle mit Tl Gben

737 (alle) 197 Kontrolle mit Tl Gben

741 (alle) 198 Kontrolle mit Tl Gben (Graph)
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16.5 Exponentialfunktiony = a*

Eigenschaften der Exponentialfunktionen

Bei Funktionen vom Typ f(x)=a" mitaeR"*, a=1 und xeR steht die Variable x im Expo-

nenten. Sie heissen demzufolge Exponentialfunktionen.
Die Basis a darf nicht negativ sein, da die Funktion dann nicht fir alle reellen Zahlen defi-
niert ware. Zur Erinnerung: Ein rationaler Exponent entspricht dem Wurzelziehen:

Fur a= -2 istz. B. (—2)"* = V=2 nicht definiert, da der Radikand nicht negativ sein darf!

Hinweis:

Ware die Basis 0, wirde man die Funktionsgleichung y = 0 erhalten (gilt nur fir x > 0).
Der zugehorige Graph ist die x-Achse. Fur die Basis 1 erhielte man die Gleichungy = 1.
Der Graph ist eine Gerade, die parallel zur x-Achse durch den Punkt (0|1) verlauft.
Diese Falle wurden bereits bei den linearen Funktionen behandelt.

Graphen der Exponentialfunktionen (Beispiele)

10
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Merke

Eingescannt (Frommenwiler, Seite 215)
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Anmerkung

Die Exponentialfunktion y = a* ist nicht mit der Potenzfunktion y = x" zu verwechseln. Bei ei-
ner Exponentialfunktion ist die Basis a fest, der Exponent aber variabel (daher auch die Be-
zeichnunq). Bei einer Potenzfunktion dagegen ist der Exponent fest und die Basis variabel.

16.6 Ubungen, Frommenwiler

Losen Sie die folgenden Aufgaben:

Nummer Seite Bemerkungen

809 215

810 215 Tipp: Excel

811 216 Kontrolle mit Tl Gben (Graph)
812 216 Kontrolle mit Tl Gben (Graph)

12
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16.7 Wachstum und Zerfall

Lineares Wachstum, Beispiel

Ein Flugzeug fliegt mit einer konstanten Geschwindigkeit von 850 km/h. Nach 1 Stunde hat
es eine Entfernung von 850 km zuriickgelegt, nach 2 Stunden 2 - 850 km usw.

Anzahl der Stunden Berechnung Entfernung in km
0 8500 0
1 850 - 1 850
2 850 - 2 1'700
3 850 -3 2'550
4 850 -4 3'400
X 850 - x y = f(x) = 850 - x
Die Zunahme der Entfernung kann allge- Yo Entfornung ik
mein durch eine lineare Funktion mit fol- 8000
gender Gleichung beschrieben werden: 000
6000
f(x) = 850 - x
5000 f(x) = 850 x
Es handelt sich um lineares Wachstum.
4000
Mit Hilfe der Funktionsgleichung kann man 2000
schnell die nach einer bestimmten Stunden-
anzahl zuriickgelegte Entfernung berech- 2000
nen. Nach z.B. 14 Stunden hat das Flugzeug
11'900 km zurtickgelegt. 1000
0 xSlundTenH
0 1 2 4 5 6 7 8

f(14) =850 - 14 = 11'900 km

Beim linearen Wachstum nimmt eine Grosse in gleichen Zeitraumen immer um denselben

Betrag zu.

13
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Exponentielles Wachstum, Beispiel 1

Eine schnell wachsende Algenart bedeckt 5 m? eines Sees. Jede Woche verdoppelt sich ihre
Flache. Nach 1 Woche betragt die von der Alge bedeckte Flache 10 m?, nach 2 Wochen

20 m? usw.
Anzahl der Wochen Berechnung bedeckte Flache in m?
0 5-2°=5-1 5
1 5-2! 10
2 5.-2-2=5-2? 20
3 5.-2-2-2=5-2° 40
4 5:-2:2-2-2=5-2¢ 80
5 5:-2:2:2-2-2=5-2° 160
X i y="f(x) =52

Die Zunahme der Flache kann allgemein
durch eine Exponentialfunktion mit folgen-
der Gleichung beschrieben werden:

f(x)=5-2*

Es handelt sich um exponentielles Wachs-
tum. 2 ist der Wachstumsfaktor.

Die Funktionsgleichung ermdéglicht die
schnelle Berechnung der Flache, die nach
einer bestimmen Anzahl von Wochen von
der Alge bedeckt wird. Nach z.B. 12 Wo-
chen sind bereits 20'480 m? des Sees von
der Alge bedeckt.

f(12) =5-2'2=20'480 m?

1600 f(x) Flache in m?

1400

1200

1000

800

600

400

200

x Wochen

4 5 6 7 8

Beim exponentiellen Wachstum wird eine Grosse in gleichen Zeitrdumen immer mit dem-
selben Faktor vervielfacht. Diesen Faktor nennt man Wachstumsfaktor.

14
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Exponentielles Wachstum, Beispiel 2

Auch bei der Vermehrung eines Kapitals K durch Zinseszins liegt exponentielles Wachstum
vor. Auf einem Sparkonto werden CHF 5'000 fest angelegt. Die Bank zahlt pro Jahr 5 %
Zinsen. Nach 1 Jahr betragt das Kapital CHF 5'250, nach 2 Jahren CHF 5'512.50 usw.

Anzahl der Jahre Berechnung Kapital in CHF
0 5'000 - (1 + 5/100)° = 5'000 - 1 5'000
1 5'000 - (1 + 5/100) = 5'000 - 1.05' 5'250
2 5'000 - 1.05 - 1.05 = 5'000- 1.05? 5'512.50
3 5'000 - 1.05° 5'788.13
4 5'000 - 1.05* 6'077.53
n 5'000 - 1.05" K(n) = 5'000 - 1.05"

Die Zunahme des Kapitals kann allgemein
durch eine Exponentialfunktion mit folgen-
der Gleichung beschrieben werden:

K(n) =5'000 - 1.05"

Es handelt sich um exponentielles Wachs-
tum. Der Wachstumsfaktor ist hier 1.05.
Es entspricht dem Zinsfaktor q.

Die Funktionsgleichung ermdglicht die
schnelle Berechnung des Endkapitals nach
einer bestimmten Anzahl Jahren.

Nach z.B. 5 Jahren ist das Kapital auf

CHF 6'381.40 angewachsen.

K(5) =5'000 - 1.05°> =6'381.40 CHF

Zur Erinnerung, Zinseszinsformel: K

n

Endkapital
nach n Jahren

10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000
0

K(n) Kapital in CHF

K(n) = 5000 * 1.05"

n Jahre

-1

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Anzahl
Jahre

K, -(1+LJ " =K, -

100

Anfangskapital

Wachstumsfaktor

15
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Exponentieller Zerfall, Beispiel

Ein Auto verliert jedes Jahr an Wert. Nimmt man eine jahrliche Wertverminderung von
20 % an, so ist ein Auto, dessen Neupreis bei CHF 20'000 lag, nach 1 Jahr nur noch

CHF 16'000 wert, nach 2 Jahren nur noch CHF 12'800 wert usw.

Anzahl der Jahre Berechnung Wert in CHF
0 20'000 - (1 —20/100)° = 20'000 - 1 20'000
1 20'000 - (1 —20/100)" = 20'000 - 0.8 16'000
2 20'000 - 0.8 - 0.8 =20'000 - 0.8? 12'800
3 20'000 - 0.8° 10'240
4 20'000 - 0.8* 8'192
n 20'000 - 0.8" K(n) = 20'000 - 0.8"

Die Wertverminderung kann allgemein
durch eine Exponentialfunktion mit folgen-
der Gleichung beschrieben werden:

K(n) = 20'000 - 0.8"

Der Wachstumsfaktor ist hier 0.8.

Die Funktionsgleichung ermoglicht die
schnelle Berechnung des Wertes nach einer
bestimmten Anzahl Jahren.

Nach z.B. 5 Jahren ist das Auto nur noch
CHF 6'553.60 wert.

K(5) =20'000 - 0.8> = 6'553.60 CHF

20000 | K(n) Wert in CHF

18000
16000
14000
12000
10000
8000
6000
4000
2000

0 n Jahre

K(n) = 20000 * 0.8"

-1j0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Auch beim exponentiellen Zerfall wird der Begriff Wachstumsfaktor verwendet.

Der Wachstumsfaktor ist bei exponentieller Abnahme immer < 1, wahrend er bei expo-
nentieller Zunahme immer > 1 ist. Haufig werden exponentielle Zu- und Abnahmeprozes-
se einheitlich als Wachstumsprozesse bezeichnet.

16
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Eingescannt (Frommenwiler, Seite 220)
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n

Eingescannt (Marthaler, Seite 372)
Exponentielle Prozesse

Wachstumsfunktion

Ein exponentielles Wachstum der Grosse G = G(¢) hat die Funktionsgleichung:

£
G()=G,-a* mit a>1 (25)

Abklingfunktion oder Zerfallsfunktion

Ein exponentieller Zerfall lduft nach einer der Funktionsgleichungen:

!

G(t)=G,-a* mit 0O<a<l (26)
G(t)=G,-a* oder G(1)=G, (l) ©omit a>1 27)
a
Séttigungsfunktion
Eine exponentiell sdttigende Grosse entwickelt sich nach der Funktionsgleichung:
G(t)=G,-(1-a*) mit a>1 (28)
Dabei sind: G : Exponentiell von der Zeit abhidngige Grosse
tn i Zeit
G,: Anfangswert zum Zeitpunkt 7 =0, oder Séttigungswert
t: Zeitkonstante, wihrend der die Grosse G um den Faktor a wichst
oder abnimmt
a: Wachstums- oder Abnahmefaktor bezogen auf die Zeitkonstante t

Kommentar
¢ Die Gleichungen (26) und (27) sind dquivalent.

¢ In manchen Anwendungen wird die Zeit ¢ ersetzt durch eine andere, physikalische Grosse.

Die Konstante t hat immer dieselbe Einheit wie die Grésse im Zihler des Exponenten, so
dass der Exponent insgesamt einheitslos wird.

e Oft wihlt man als Basis die Eulersche Zahl e ~ 2.71828...

e Teilweise wihlt man als Basis die Zahl 2. In diesem Fall heisst die Zeitkonstante t =7,
Halbwertszeit, weil in dieser Zeit sich der Wert der Grésse G halbiert. Sehen Sie dazu das
nachfolgende Beispiel (3).

18
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16.8 Ubungen

BM-Priifung, Uri 1999

1. Ein Ball fallt aus 10 m Hohe auf den Boden und springt dann mehrmals auf.
Nach jedem Aufprall erreicht er 80 % der vorgehenden Hohe.

a. Wie lautet die Funktionsgleichung h = f(n), wenn n die Anzahl der Spriinge ist?
b. Nach wie vielen Spriingen erreicht der Ball erstmals nicht mehr die Héhe von 10 cm?
c. Stellen Sie die Funktion fiir 0 < n <12 graphisch dar.

i e ORI
e A
AP e T A
NEENEZIEEEE] T T e
e el
T g e 7k | Y
I 2T | Ha e 0 el | o e -
[ ala | ola g bt lxa [T 1§zes
o | T e e
‘ EEENE . By RnaPZARZ P Al

=

HEE

1

x

|
|

||

=
|
|
|
|
1

NNy
]
N

—ﬂ - B SS90 I | [ . (N s S
— — 3 f ==| 'ff- - | C) I ] *;
2 o4 B sz A nin e AR
A T e T T
_; '/’) q :\_,F a/ 4 f F __1\7 éf A¢/~-? RN S L[| [
, ,_6,_ 2|8 o .. .
= =) - 1
L 14/ > 1’ 47/7 o g W f e b <P e P 4lk .
i = ;;;’é;‘ &) g?ﬂ- AZ 72 4 ‘C / . __‘:‘}_1 = (I‘ = T{ P L é-l e [
o= . J ’» 1 - P — | — —
7180 o . Ll B -
= = - = A 5 2 | S I L B SN N
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Koordinatensystem fir Aufgabe 1:

10 h(n) Sprunghdhe in m

9.

8

7]

6

5. h(x) = 10%0.8"

4.

3]

2

1)

0 ' | | | . ' ' ' nAnzth SprUnge
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

20
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BM-Priifung, Uri 2000

2. Die chinesische Bevoélkerung wachst exponentiell. Anfangs 1995 zahlte man in China
1.2 Mrd. Menschen. Anfangs 2010 rechnet man bereits mit 2 Mrd. Einwohnern.

a. Berechnen Sie, in welchem Jahr in China bei gleichbleibender Wachstumsrate mehr

als 2.5 Mrd. Menschen leben.
b. Stellen Sie die Funktion graphisch dar.

A e LG e Rl
A I I 2 Ll 2. K/l i I
O P S I e L= -
i & LTy la 1T
7,2
B a | 3T T bRiags
S a7 i
{
| @& = |74 [ A ehsaq
I lel 1|
2 CERRPALAR /R FIT AN
B Y . r— S U - = 2 |
Aoy | €15 |_L 4, | d 67
1] 17,2 1 —
AW P AT 4 o3 T
, 0 3 =— =]
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BM-Priifung, Uri 2006

3. Die Anzahl Keime (n) in der Kuhmilch wachsen naherungsweise exponentiell.
Zwei Stunden nach dem Melken enthielt 1 cm?® Milch 8'000 Keime, nach einer weiteren
Stunde waren es 27'000 Keime.

a. Wie lautet die Funktionsgleichung n = f(t), wenn unmittelbar nach dem Melken die
Zeitmessung beginnt?

b. Wie viele Keime enthélt 1 cm? Milch nach einem Tag?

Wie viele Keime sind es 10 Minuten nach dem Melken?

d. Stellen Sie die Funktion graphisch dar.

0

Geg: N(2)=N,-o? =8'000, N(3)=N,-q’ =27'000
Ges: a N(t)=Ny,-q" (N;=? A g=?), b. N(24)=?, ¢ N(1/6)=?

Losung:

Ansatz: N, - =8'000 (1
N, -q° =27'000 (2)

aus (1): N, = 83200 (1a)

(1a)in(2): 82200 -’ =27'000

(3)in (1a): N, = % _ % ~702.33 (4)

a N(t) = 702.33-3.38'

b. N(24)=702.33-3.38** =3.3505-10"

C N(%j=702.33-3.381/6 =860
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30000 |
28000 |
26000 |
24000 |
22000 |
20000 |
18000
16000
14000
12000
10000
8000
6000 |
4000 |

2000 |

Koordinatensystem fir Aufgabe 3:

n(t) Anzahl Keime pro cm?®

t
n(t) = 702 * 3.375

t Anzahl Stunden

0 1 2 3
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Quelle unbekannt

4. Am Er6ffnungstag eines Streichelzoos befanden sich 93 Meerschweinchen in einem
Gehege. Ein Jahr spater waren es bereits 115 Meerschweinchen.

a. Wie viele Meerschweinchen werden es am Tag des 10-jahrigen Jubildums sein,
wenn man annimmt, dass der Bestand linear wdchst?

b. Wie viele Meerschweinchen werden es an diesem Tag sein, wenn man ein exponen-
tielles Wachstum annimmt?

c. Welches «Modell» ist sinnvoller, d.h. lasst sich die Vermehrung der Meerschwein-
chen eher mit dem linearen oder dem exponentiellen Modell erklaren?

7 - ) 02 J
( ,’,//;, Ar' o (B ‘ ,*\ﬂ, 145 3 ry = 70
Ve E \ - f* )
Cpa & Axm =7 [ Lerer)
X ] / , . \
‘AV'\ A.{ = (,{/ﬂ(-.»l ekl

2

( \/ vlv,‘./.[{/".' -‘//r'.'/(/-( ’lf:..\:!’("/( .

i_, -/\/(/ —[tc('z lfx/xr:t.,((r(/(’.’ j;(,,,"wf',eA,;!( '/ //’ ,///(L ngér('r-y ('

C ) ¢ ‘_:{V,}\(: e {(C[l‘
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Quelle unbekannt

5. Um die Funktion der Bauchspeicheldriise zu testen, wird ein bestimmter Farbstoff in sie
eingespritzt und dessen Ausscheiden gemessen. Eine gesunde Bauchspeicheldriise
scheidet pro Minute 4 % des jeweils noch vorhandenen Farbstoffs aus.

Bei einer Untersuchung wird einem Patienten 0.2 Gramm des Farbstoffes injiziert. Nach
30 Minuten sind noch 0.09 Gramm des Farbstoffes in seiner Bauchspeicheldrise vor-
handen. Funktioniert seine Bauchspeicheldriise normal?

\ x ) / . Y W1/ n O
Uee, Ro= Olg 1 50 Ma o 06% -17% = (,26
A 5 [ ’( C i
: A L e (V,/TM: Sl )
Y 3
: AL e o6 = 0,0588
A = A0 7 = 02 0% [ =P Gy
d S
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Quelle unbekannt

6. In einem Forschungslabor wird ein neues Medikament gegen eine Infektionskrankheit
entwickelt. Dazu wird unter anderem das Wachstum einer bestimmten Bakterienart ex-
perimentell untersucht. Das dargestellte Messprotokoll gibt die Anzahl N der Bakterien
in Abhdngigkeit von der Zeit t an.

t in Minuten 30 40 50 60 70 80 90

nin 100 17 24 34 48 68 96 136

a. Wie viele Bakterien kann man nach 2h, 3h, 4h und 5h erwarten, wenn man die glei-
che Verdopplungszeit annimmt?

b. Auch vor Beginn der Beobachtung verdoppelte sich die Anzahl der Bakterien jeweils
in der gleichen Zeit. Wie viele Bakterien befanden sich zu Versuchsbeginn (t = 0) in
der Glasschale? Ermitteln Sie die Anzahl der Bakterien 10 min und 30 min vor Ver-
suchsbeginn.

C)I/)q‘ UO _ G - % bn( =7 ,(/, =7 /(47 vo 1

// T/ (7
Bt b Nag =7
blg=Ti ity #
P
il e
[‘4) Dae = No X Mg
(l) Uw" U 9 s 54
Coensy (/) A/’C) iz (7/)
9%
(7)) A (’751 \_? /—73 {?GC 2y
&’30
L 5 ) . o
o u/'i :)(7;5’-' 2 7
7\?27 ~(3)
Ve v 35 = e 0,04 = ¢
v . 9--= ( = )ﬁ(/ 2 _(Jl -
2%0 “
g il
by = ¢ - f%)° U i) = $07 g
\ ) e M2
/(/(,;w) = 9 g AU < 38 b’(’?f‘d) =195 =

= V() = 496 (ot
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Quelle unbekannt

7. Ein Bakterienstamm kann durch Erhitzung vernichtet werden. Die Abnahme der Indivi-
duen folgt ndherungsweise dem Gesetz N(t) = N(0) - 0.8 (t in h). Wie viele Bakterien la-
gen zu Beginn der Beobachtung vor, wenn es nach 2 Stunden noch 960 sind?

Wann ist der Bakterienstamm abgestorben (d.h. weniger als ein Bakterium vorhanden)?

Geg: q=0.8, N(t)=N(0)-0.8", N(2)=960,

Losung:

Ansatz:

eingesetzt:

Ansatz far t:

eingesetzt:

somit;

Ges: N(0)=?, N(t)=N(0)-0.8'=1 — t=?

N(2)=N(0)-0.8° =960 |nach N, auflésen

960
N(O)=—
(0) 0.8°
N(0)=1500 |Anfangswert zum Zeitpunkt 0 Stunden
N(t)=N(0)-0.8" =1 Inach t auflésen
1'500-0.8" =1 11500
1
8 =—o I
1'500 |g( )
1
190.8" =lg—— Potenzregel
J g1'500 | ?
1
t-190.8 =lg——
J g1'500
g !
t=—1200 _33 77
lg0.8

Nach 32.77 h sind weniger als 1 Bakterium vorhanden.
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Kaufmdénnische Berufsmatura 20117

8. Die weltweiten CO,-Emissionen stiegen in den 7 Jahren von 2000 bis 2007 exponentiell
um 3.5 Prozent pro Jahr. Im Jahr 2007 betrug der CO,-Ausstoss 30'892 Millionen Ton-
nen. Losen Sie die beiden folgenden Aufgaben mit geeigneten Gleichungen:

a. Wie viele Millionen Tonnen CO, wurden im Jahr 2000 ausgestossen?
Runden Sie das Ergebnis auf eine Stelle nach dem Komma.

b. In welchem Jahr werden erstmals mehr als 100'000 Millionen Tonnen CO, ausges-
tossen, wenn sich die jahrliche Zunahme nicht verandert?

Geg: p=3.5% — q=1+%=1.035, A, =30'892Miot  (Endwert 2007), t=7

A, =100'000 Mio t
Ges: a. A, =? (Anfangswert 2000)
b. t+2007=? (Jahr in welchem 100'000 Mio t CO, ausgestossen werden)

Losung:
a. Ansatz: Ay, = A d Inach Ay, auflosen

eingesetzt: 30'892=A,,-1.035"  [1.035’

30'892

10357 oo
A, = 24'280.8

somit: Im Jahr 2000 wurden 24'280.8 Millionen Tonnen ausgestossen.

b. Ansatz: A, =A, - q Inach t auflésen

eingesetzt: 100'000 = 30'892-1.035" |:30'892

100'000

- _1.035 |

30'892 fa()
100'000

lg——— =1g1.035" Potenzregel

930892 | 9

| 100'000
30'892

100'000

t=_—30892 _3415-35
Ig1.035

=t-1g1.035

somit: Im Jahr 2042 wurden 100'000 Millionen Tonnen ausgestossen.
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Quelle unbekannt

9. Eistee kann einen Koffeingehalt von 50 Milligramm pro 0.33 | Dose haben. Bei einem
Jugendlichen setzt die Wirkung des Koffeins nach ca. 1 Stunde ein. Der Koffeingehalt
im Blut nimmt dann exponentiell mit einer Halbwertszeit von 3 Stunden ab. Eine Blichse
Eistee enthalt 50 mg Koffein. Wann sind nur noch 0.01 mg Koffein im Blut vorhanden,
wenn der Abbau ca. 1 Stunde nach dem Verzehr beginnt?

Analyse: Anfar;g(jswert as de usw. at
Zeit in [h] 0 1 4 7 USW. t+1
Koffeingehalt in [mg] 50 50 25 12.5 usw. 0.01

Geg: a,=50mg (Anfangswert), a,=25mg (Wert nach 3 h), a, =0.01mg
Ges: t+1=? (gesuchte Zeit in Stunden)

Lésung:
Ansatz: a, =3, q
(1) eingesetzt: 0.01=50-q' lg und t unbekannt
(2): 25=50-¢°
25 1
aus (2): P o= 2
(2 q=2=5 <
q= £ =0.79 |Wachstumsfaktor g =0.79
qin (1): 0.01=50-0.79" | 50
1
=0.79' |
100-50 |g( )
1
lg ———=1g0.79" Potenzregel
J 5'000 9 | 9
1
lg———=1-1g0.79
J 5'000 J
1
lg —
t—=_5'000 _3p36
lg0.79
t+1h=37.86h
somit: 37.9 h nach Einnahme ist nur noch 0.01 mg im Blut vorhanden.
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16.9 Ubungen, Frommenwiler

Losen Sie die folgenden Aufgaben:

Nummer Seite Bemerkungen

831 221 Kontrolle mit Tl Gben (Graph)
832 221 Kontrolle mit Tl Gben (Graph)
836 222 Kontrolle mit Tl Gben (Graph)
840 223 Kontrolle mit Tl Gben (Graph)
841 223 Kontrolle mit Tl Gben (Graph)
843 224 Kontrolle mit Tl Gben (Graph)
844 224 Gl.-System mit Tl |6sen

850 226 Kontrolle mit Tl Gben

851 226 Kontrolle mit Tl Gben

852 226 Kontrolle mit Tl Gben
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16.10 Praktische Anwendung der Umkehrfunktion

Beispiel 1, Notenberechnung

Der Zusammenhang von Punkten und Noten wird durch eine lineare Funktion f(x) = mx + b
erfasst, wobei m = 5/max. Punktzahl und b = 1 (0 Punkte ergibt die Note 1) entspricht.

Beispiel, y = f(x) = 0.25x + 1 (maximale Punktzah! 20).

x (Punkte) 0 1 2 3 ce 17 18 19 20

y (Note) 1 1.25 1.5 1.75 s 5.25 55 5.75 6

Oft ist fUr Lernende die Fragestellung von Interesse: Wie viele Punkte werden fur die Note 4
benotigt? Tragt man die Note auf der x-Achse ab und die Punkte auf der y-Achse, so ent-
steht der Graph der Umkehrfunktion f .

x (Note) 1 1.25 1.5 1.75 ce 5.25 55 5.75 6

y ~' (Punkte) 0 1 2 3 ce 17 18 19 20

D(6 | 20) Rd

B(20 | 6)

y=1/4x+1

N W OO N 0 ©

=
(=)

Yy
A =y
~—

X
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
TA(110)

~
\?I-
= o

-'

Entstehung siehe: http://www.fraengg.ch/klassen/tbmmathematik/geogebra

Der Graph der Umkehrfunktion entsteht durch Spiegelung des Graphen von f an der Win-
kelhalbierenden. Der Funktionsterm von f ' ergibt sich durch Auflésen nach x und an-
schliessendem Vertauschen von x undy.
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Beispiel 2, Bremsweg

Der Zusammenhang von (Geschwindigkeit und Bremsweg
wird n#herungsweise durch eine quadratische Funktion
f{z) = ax? erfasst, wobei a experimentell ermittelt werden
L1188,
o i z | 50 | 100 | 150 |
Beispiel: o= — — —
100 flz)| 25 | 100 | 225 |

Fiir die Rekonstruktion von Unféllen ist die Fragestellung
von Interesse: Welche Geschwindigkeit lag bel gegebenem
Bremsweg vor?

Trigt man den Bremsweg auf der z-Achse ab, so entsteht
der Graph der Umkehrfunktion f~!.

= |25|1oo|225|
i (z) | 50 | 100 | 150 |

Der Graph der Umkehrfunktion entsteht durch Spiegelung
des Graphen von [ an der Winkelhalbierenden.

Der Funktionsterm von f~! ergibt sich durch Vertauschen
von r und y und anschlieBendes Auflésen nach y.

flz) = 012'. =
y = az’
r = ay
r _ .2
a y_
=
¥ =\Va

Die Umkehrfunktion der e-Funktion ist die In-Funktion.

flz =
ez

e?

H <@ <
LI

Inz

=
|

\y Bremsweg (m)

30

T
Geschwindigkeit {%2)

vy Geschwindigkeit ("1:3)

 H|

fzl= vV

25

T
Bremsweg (m)
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Eingescannt (Frommenwiler, Seite 209)
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16.11 Wurzelfunktionen

Vertauscht man bei einer Potenzfunktion ( Stammfunktion ) die Variablen x und y und Ist die
entstandene Gleichung nach y auf, so entsteht die Umkehrfunktion ( inverse Funktion ) der
Stammfunktion. Man erhélt dann Potenzfunktionen mit gebrochenen Exponenten.

Dles sind dle Wurzelfunktionen !

Stammfunktion:

nach x aufldsen:

Variablen vertauschen:

Umkehrfunktion:

Geometrische Deutung

Jedem Punkt P der Stammfunktion wird durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden (y = x)
ein Punkt P* der Umkehrfunktion zugeordnet !

AY

P(x/y)
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Aufgabe: Zeichnen Sie den Graphen
und den Graphen der Umkehrfunktion

Stammfunktion:

nach x auflésen und
Variablen vertauschen:

Umkehrrelation:
\ A y /\‘j :')(‘
|
13 ] »
5 1
1 I N1 e A
\ | / / L +—1"]
R | 1/ =
K pi=
L
1 pa
- A \/ > X
ErdtBTo N ITATe TATETE T ETS
I~
9 - e
-3 o
Ve % y=-ix
7 0
-5

Folgerung:
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bwz uri
Aufgabe: Zeichnen Sie den Graphen
und den Graphen der Umkehrfunktion
Stammfunktion:
Variablen vertauschen
und nach y aufidsen:
Umkehrfunktion:
3
A y \17 = X y= X
. 1
i |
3
f / 2
ST -
: g
/,
/a —>»> X
STAT-37-2T-1 1278 T4 786 T8 T 71819
i L 417/
\¢1 B X,_.-—cl-—""" / -2
/ f
I -3
-
7 [

Folgerung:
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16.12 Ubungen

BM-Priifung, Uri 2000

1. Gegeben sind folgende zwei Funktionsgleichungen:
y1 =fi(x) = 1.5x =2
y, =f,(x) =2x* —4x -5

a. Bestimmen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der beiden Funktionen.
b. Bestimmen Sie den Scheitelpunkt der Parabel mit quadratischer Erganzung.

Die Parabel wird an der x-Achse gespiegelt und es soll die Umkehrfunktion von f;(x) be-
stimmt werden.

c. Bestimmen Sie die Schnittpunkte der gespiegelten Parabel mit f,(x).
d. Stellen Sie die 4 Funktionen grafisch dar (Koordinatensystem auf Gbernachster Seite).
a. Schnittpunkte: y, Ny,

1.5x—2=2x*—-4x-5

0=2x*-55x-3 —» A=2 B=-55 C=-3

55455 1 4-2-(-3) | 5.5+7.37

Xae 22 2.2
Xp =3.22 — Yy =V,(3.22)=2.82 — B(3.222.82)
x, ==0.47 - ya=V,(-0.47)=-2.70 — A(-0.47]-2.70)

b. Scheitelform: y, =2-(x* = 2x-2.5)
Y, =2-(X* = 2x+1-1-2.5)
Y, =2:[(x=1 -3.5]
y,=2:(x=1 =7 > S(1-7)

c. Parabel spiegeln: S'(1]+7)
ys =—2-(x —1)2 +7 oder direkt:
Ys :—2-(x2 —2x+1)+7
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Umkehrfunktion von y,:

y, =1.5x -2 [+2
3
y, +2=1.5x :E
§y1 + % =X |Variablenvertauschen

. Y
3 ny Yq

Schnittpunkte: v. vy,
2 4
==X+—=
3 3
0. 11 | A=—2,B=E,C:H

“2X° +—x+—=0
3 3

10 10Y 11
—3i\/( ~4-(=2) 3 _19.6236

— ((-0.76[0.83)
— (C(2.42]2.95)
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Koordinatensystem fir Aufgabe 1:

o S(117)

D(2.42 | 2.95)
B(3.22 | 2.82)

-6

S(1-7)
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2. Gegeben sind die Funktionen f und g mit den Funktionsgleichungen:

f:

9

oo

y=log, (x-1)-2
sy =1log; (X + 2)

Berechnen Sie die Nullstelle der Funktion f.

Bestimmen Sie algebraisch die Funktionsgleichung der Umkehrfunktion von g.
Wenn Sie den Graphen der Funktion g an der x-Achse spiegeln, erhalten Sie die
Funktion g'. Bestimmen Sie rechnerisch den Schnittpunkt von g’ und f.

Stellen Sie die Funktionen grafisch dar (Koordinatensystem auf Gbernadchster Seite).

Nullstelle von f: log, (x—1)—2=0

log, (x=1)=2 |Grundgesetz

22 =x-1 |+1
4+1=x
x=5 — N(5[0)

Umkehrfunktion von g: y =log, (x +2)

y=log, (x+2)  |Grundgesetz

2 =x+2 |-2
2 —2=x |Variab|en vertauschen
2-2=y=g"

g an x-Achse spiegeln: g'(x) =—g(x) = —log, (x + 2)
Schnittpunkt: g'~ f

—log, (x+2) =log, (x=1)— 2

log, 4

—log, (x+2) =log, (x—1)—log, 4

log, (x+ 2)71 =log, (XT_U INumeri gleichsetzen

1 X —1

— = |TU

X+2 4

4=(x=1)(x+2) |TU
0=x’+x-6 [Faktorisieren

(x+3)(x=2)=0
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X,==3 ¢L (Numeri wiirden negativ)

X, =2 €L (Numeri>0)

y=9'(2)=-log,(2+2)=-2 — $5(2]-2)
d. Wertetabelle:
X -1 0 1 USW. 10 11
log, (x=1)-2 n. d. n. d. n. d. USW. 1.17 1.32
log, (x +2) 0 1 1.59 USW. 3.59 3.70
—log, (x+2) 0 -1 -1.59 USW. -3.59 | -3.70
2=2 -1.5 -1 0 USW. 1'022 | 2'046
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Koordinatensystem fir Aufgabe 2:

8
g'=-ld(x
7]

N W kR O O

y

g(x)=2"+2
4 2) g(x)=2+

g(x)=ld(x + 2)

)

f(x)=Id(x - 1) - 2

N(5 | 0)

6 7 8 9 10 11 12

S(2 | -2)
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