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7 Radizieren

7.1 EinfUhrung

Unter der n-ten Wurzel aus a versteht man eine Zahl x, die mit n potenziert a ergibt.

a=x o x"=a Potenzieren: Basis und Exponent sind gegeben,

fur a0
der Potenzwert wird gesucht!
3 =x

Radizieren: Potenzwert und Exponent sind

=3 o 3F=9

n: Wurzelexponent, neN" und n # 1
a: Radikand, a=0
x: Wurzel(wert)

gegeben, die Basis wird gesucht!
xX=9 < 9=x

Das Radizieren (Wurzelziehen) ist also die erste Umkehroperation des Potenzierens.
Beim Radizieren verwendet man allerdings andere Bezeichnungen.
Der Wurzelexponent 2 wird meistens nicht geschrieben.

Mehrdeutigkeit von Wurzeln

Ist 32 = 9, so ist auch (=3)? = 9. Es gibt also zwei Zahlen, die quadriert 9 ergeben. Um eine
eindeutige Zuordnungen zu erreichen, bezeichnen wir aber nur die positive Grundzahl als
Quadratwurzel. Das Ergebnis der Quadratwurzel ist als positive Zahl definiert.
Quadrieren — eindeutige Zuordnung (Funktion)
T
./
P

Radizieren — keine eindeutige Zuordnung (Relation)

() - -9
(V25) =57 =25

Wourzelziehen und quadrieren heben sich auf.

J3F =0 =3 Die Umkehrung gilt jedoch nicht immer!

J(e“(_g)z:\/§:3¢_3 Ja? =afara>0, x/a—zz\a\fUraeR

Definition
e =4 (nicht —4)

3/-16 = undefiniert Es gibt keine reelle Zahl, die quadriert —16 ergibt!
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7.2 Der allgemeine Wurzelbegriff

Jede Wurzel kann in eine Potenz mit rationalem Exponenten umgewandelt werden.
Umgekehrt kann jede Potenz mit rationalem Exponenten als Wurzel geschrieben werden.

Beweis:

aus Formel oben:

potenzieren mit n:

n-te Wurzel ziehen:

somit:

Beispiele

fura>0, n,meN undn=1

Beweisgrundlage aus der Definition:

|

Die n-te Wurzel aus einer positiven
N i Zahl a ist diejenige positive Zahl, deren
_ [anJ —an =a" n-te Potenz gleich a ist.
o3 P=3 o ¥=9 o F-=3
= o la=x < x"=a < x={a
a" =a" m
a"=x < x"=3a" o x=4a"

|

Geben Sie die Werte folgender Wurzeln an und machen Sie die Probe!

1. J25=?

2. 6=

3. 4i=?

16

4. Y10'000 =2

5. J0=2

6 a’=?

7. 8a24=?

J25=5 & 52=25

fie={2"=2 < 2'=16

1 ﬁ (1}4 1 (1)4 1
4 — = 4 — = 4| — = — <= — = —
\;‘16 2° 2) 2 2) 16
410000 ={10* =10 < 10*=10'000

=0 & 0=0

{E:@ o | =a’ seia=-3 - (-3)" =9 =-3
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7.3 Addition und Subtraktion von Wurzeln

Bei der Addition und der Subtraktion von Wurzeln dirfen nur Wurzeln mit gleichen Expo-
nenten und Radikanden zu einem Glied zusammengefasst werden kénnen.

alx +b¥x —cifx = (a+b-c) Ux (gemeinsamer Faktor ausklammern)

Beispiele

Vereinfachen Sie, falls méglich.

1. 38+238-38 ="
PB(3+2-10)=38(4)=43B8 =42 =4.2=8

2. 5¥a-64b+Ja-3%b =2
54a—64b —3%4b +a=5%a-94b +a

7.4 Radizieren von Produkten

Ein Produkt wird radiziert, indem man jeden Faktor einzeln radiziert.

Yab =%a-%b Beweis:Q/%z(ab)azaa-bng/g-Q/B
at/x = Yax Beweis: Ua" - U/x

Achtung, Wurzel aus Produkt nicht mit Wurzel aus Summe verwechseln!

Im Gegensatz zu va-b =+a-<b ist Va+b =+a+b

Zahlenbeispiel: /36-64 = J36 64 =6.8= 48
\36+64 =100 =1

\/3_6+\/6_4=6+8:1=

somit: J36+64 =36 + /64
Merke : Wurzeln aus Summen ziehen nur die ...!
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Beispiele

Berechnen Sie ohne Taschenrechner.
1. 9.36 =7

\@.ﬁzgﬁzﬁ

2. 3J50=>
3.42:25=3.5.2 =152

3. BA7-L21=2 (Quelle: Frommenwiler, Aufgabe 126a)

BT BT =BABANT AT =N AT =3.7=21

oder

BA7 T =TT =2 =21

—_——

b

4. (,\/5)3 =? (Quelle: Frommenwiler, Aufgabe 126¢)

V555 =57 -5 =55 =125 oder (%)3=(53JB=53=55-53:5;§

- =

&

oder
2 1

(V5) :[ﬂg _5i 5.5 ~55

5. \/§(\/§—1) =? (Quelle: Frommenwiler, Aufgabe 126f)

B-B-B3=v3-B=3-8

6. \/3J§—2 -\f3\/§+ 2=> (Quelle: Frommenwiler, Aufgabe 126i)

R P =t

X—y X4y
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7.5 Radizieren von Brlchen

Ein Bruch wird radiziert, indem man Zahler und Nenner radiziert.

11
K/EZE a>0undb>0 Beweis:riﬁz[ﬂjnza%:£
b b b \b o b
Beispiele

Berechnen Sie ohne Taschenrechner.

1. 282y
9
E=§:Z oder E:ﬁ:g
J9 3 F 9 =
2 364a _n
343b
3f64a _%/4%_%/? 5/5_&3&
B43p Y76 Y7 -3 7\b

(Quelle: Frommenwiler, Aufgabe 126k)

\/g 1 1
96 _ [36 _ = BNGa2 RBAada B =
%— E—\/ﬁ—i oder 55 = )ﬁ)ﬁ =\4' =4

(Quelle: Frommenwiler, Aufgabe 126¢)

atets
3-3-9 3*.3* 3.3

o | oo
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7.6 Radizieren von Potenzen und Potenzieren von Wurzeln

Eine Potenz wird radiziert, indem man zunéachst die Basis radiziert und anschliessend das
Ergebnis potenziert.

Liest man die Regel «von rechts nach links», so gilt:

Eine Wurzel wird potenziert, indem man zunachst den Radikanden potenziert und an-
schliessend aus dem Ergebnis die Wurzel zieht.

Ya" :(Q/g)m a>0, n,meN undn=1 Beweis: Q/aT:a% =(a:‘}m =(Q/§)m

Beim Radizieren einer Potenz kann man den Wurzelexponenten gegen den Potenzexponen-
ten kirzen.

Bm  m
b = /a" Beweis: a"" =a%" =an ={a"

Beispiele

Schreiben Sie als Potenzen mit rationalen Exponenten und vereinfachen Sie, falls méglich.

1. 4 =2
8

a‘t =2’
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5. Ja-Ja=?
1 1 1.1
Ja-azar-a2=a22

=4

a0.2_5a4:?
1 4 1.4
114 | 1
- =a>=a

3
(a+b)e-g(a+b)-a* =2
54 3

(ajtb)z-(aer)Z-aZ =(a+b)4

4 7
Na* :la-a%-a |=?

251 1018 |7 25, 125
310 - 10710710 — 310 - 310 —

.5 & 2
s.a=(a+b)s-a=(a+b) -a
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7.7 Radizieren von Wurzeln

Eine Wurzel wird radiziert, indem man die Wurzelexponenten multipliziert und mit dem
neuen Exponenten die Wurzel zieht.

1
1 1 \n
Ya ="Ya Beweis: {Ua = \nlam = (amj —am =gm ="73

Wurzelexponenten dirfen vertauscht werden.

n/f{l/_ —m /g/g Beweis: siehe oben

Beispiele

Vereinfachen Sie so weit als mdglich.

1. W16 =2
— 2 1 L 1 =
%16 = 42" = 2% =2 oder \162 =164 =(2%)4 =24 =2

mit Potenzgesetzen gerechnet

2. Jles =2
3 6
Y8 =R02> =23 =2 oder ¥f6a =82° =26 =2

3. Y6 =2
W6 YT ~2u 2 32

4. Nz =2



bwz uri Radizieren

5. R I+ 4y =2
[ 12

4\3[2.29‘/ 10 +§!‘6 y’[ L

xR0 + gyt -y

SIS Il

9
122 10+%Iy6+5 =X24y9 =x+y
2 3
Ja (a-b) - Jb* (a-b)
6 =?
¢/a’b®(a—b)
1 2 * 3
a3 d-—b); b? - d—L)7 A 2 2
=a’b*'(a—b)s's 6 =ab'(a—b)s =ab(a—b)
6 6 1 / \ /
66 AP
d U d— )U

7.8 Waurzeln im Uberblick
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7.9 Definitionsmenge D bei Wurzeln bestimmen

Die Menge der erlaubten Einsetzungen fir die Variablen eines Terms nennt man Definiti-
onsmenge oder Definitionsbereich D des Terms. Bei Wurzelaufgaben mit einer Variablen
unter der Wurzel existiert ein Definitionsbereich. Man darf hier also nicht jede beliebige
Zahl einsetzen. In der Praxis geht man so vor, dass man sich den Ausdruck unter der Wurzel
ansieht und dann die Zahlen berechnet, fir welche der Ausdruck unter der Wurzel 0 oder
grosser ist. Diese Zahlen sind dann zuldssig, die restlichen nicht.

Beispiele fur die Bestimmung der Definitionsmenge D.
Allgemeiner Ansatz: Radikand a einer Wurzel >0 (d. h.ta > a> O)

Wurzelausdruck Grundmenge G Radikand > 0 Definitionsmenge D
Jx =9 (G=R) x>0 D ={xeR[x>0}
Jx+8=13 (G=R) x+8>0 D={xeR[x>-8}
JB-x=4 (G=R) 5-x>0 D={xeR[x<5}
J2a-3=1 (G=R) 2a-3>0 D={aeRja>3/2}

Darstellung durch Intervalle

Zahlenbereiche von reellen Zahlen werden haufig auch als Intervalle angegeben. Mit einem
«Intervall» meint man einen Abschnitt auf der Zahlenachse. Bei einem Intervall handelt es
sich also um eine Teilmenge aus R. Es gibt endliche und unendliche Intervalle. Auch fur In-
tervalle gibt es in der Mathematik spezielle Schreibweisen:

Beispiele:

{xeR|x>0}=[0; o]

o®

{XER|XZ—8}=[—8;°°[ 10 9

SH@

{XER|XS5}=]—®;5] -0 ¢ 8 -7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4

o®
3
-~
oo
w
=]

3 o
{a€R|a23/2}=[5?°°[ 409 8 7 6 5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Man schreibt also die kleinere Grenze links, die gréssere rechts, getrennt durch ein Semiko-
lon «;». Ist die Klammer auswarts gerichtet, so gehort die jeweilige Grenze nicht mehr zum
angegebenen Bereich, ist die Klammer nach innen gerichtet, so gehort die jeweilige Grenze
zum angegebenen Bereich. Bei + o« (unendlich) ist die Klammer stets auswarts gerichtet.

Zusatzliche Informationen
http:/mww.mathe-lexikon.at/mengenlehre/intervalle.html

10
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7.10 Ubungen, Frommenwiler

Losen Sie die folgenden Aufgaben:

Nummer Seite Bemerkungen
124 (a, b, fund i) 44 Radikand >0
125 (a bis 1) 44
126 (e, h und k) 45
128 (a, b, d, e, i, jund k) 45
130 (b und e) 46
131 (cund e) 46
134 (a, c und f) 47
135 (b, ¢, fund g) 47
136 (a, b, ¢, d und f) 47
137 (a, b, e und h) 48
141 (alle) 51 Kontrolle Zahlen einsetzen
143 (a, d, gund i) 51
147 (a, f und g) 53
148 (a, ¢, g, k und m) 54
149 (d, f, g, h und j) 54
150 (e, f, h, iund)j) 54
151 (a) 54
152 (b, ¢, g und h) 55
153 (¢, e und f) 55
154 (d, h und i) 55
155 (g, i undj) 55
156 a 56
157 h 56
158 (d, f und j) 56
161 (e und f) 57
162 (j und k) 57
164 (b, f und h) 58
165 (g, h und i) 58
167 (a, b und ¢) 58
168 (a, b, cund e) 59

M
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7.11 Ubungen (Aufnahmepriifungen von Fachhochschulen bzw. BM-Priifungen)

1. Das Ergebnis ist in Form einer Wurzel anzugeben.

() 57 5T

= : ?
1 2 2
[%F s ¢ (3u)
u
3 1 1
7.3 .2 352 115 945-8  2-345 6 1
E_ U1S5 55 2_u4‘123_532'6:U1z G :u12:u2:ﬁ
[u“} s 6.u3

2. Berechnen Sie ohne Rechner. Geben Sie die Losung als gekurzten Bruch an.

17 f1—§- /1+8
17 17 _,

-2
25
17-8 17+8 9 25 35
17 BLLLECINS AN a7 e
17 17 _ 17 17 M _155_75
\/25—9 16 4 4 4
25 25 >

3. Berechnen Sie ohne Rechner.
g V12427 _
x/76.52 —67.5°

?

J12-27 12-27

J(76.5-67.5)-(76.5+67.5) 9-144

12
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a+b

. Berechnen Sie den Ausdruck: ——

a —
Stellen Sie die Ausrechnung ausfuhrlich dar; geben Sie das Resultat, ohne J3 auszu-
rechnen, in mdglichst einfacher Form an. (Das Resultat kann \E enthalten.)

a=L1 und b= 21
2-—= 24+ —=
B B
o2 B_ 2B o2 B_ 28
_z_i ﬁ_z\l@—1 _2+i ﬁ_2ﬁ+1
B B
23 - 23 2ﬁ(2ﬁ+1)+2ﬁ(2ﬁ—1)
comit: TP _23-1 2y3+1_ HN
Casb 238 2B 23(23+1)-23(23 1)
24B3-1 2B3+1 HN

2523 +1)+(2V3-1)] 2 B41+28-1_4a43
2@[(2J§+1)—(2J§—1)} S 23+1-23+1 2

5

13
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5. Vereinfachen Sie den folgenden Ausdruck so weit wie maglich.
ﬁ.\/abﬂ_ a a1 _
Ja Vb2=1 b-1 b>+b Jb+1

ab+1 a b+l
(b-1)(b+1) b 1 b(b+1) 1

H&

Si&

b-N(b+1)b (b-N(biNb bbrNb_1) 1

+b abz—ab+ab a \b+1_
N)(b+1)b 1

éﬁlél

1

-a \/b+1 J"}(b a)M b—a
Jb+Nb 1 Jo’(b—1)M

\
J (ab+1)b ab(b+1) a(b-1)  Jb+1
(e
(=

énlél

14
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6. Der folgende Ausdruck kann so umgeformt werden, dass keine \Wurzel mehr auftritt.
FUhren Sie diese Umformung durch.

o[- -

[ 1| el et o=t
{\/7—\/;} -Ja—b_{’f/ b} Ja—b=J(a-b)’ =ab

497 + 2993

7. Der Ausdruck 4—«\/21987 —2'%8¢ st quszurechnen.
21989 _ 21987

22\ | 593
(21927 (22 _ 1) 2 (21 i 1) T
i
299 | 5993

2993 . 2993
é%;jgg -

93+993-1987 1986-1987 -1
293+9 9 :296 98 =2"=

N —

15
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8. Vereinfachen Sie so weit wie moglich.

b? ab® b*
9 . 3 A2
a- + - =
3 a73b—4 [5aj—2 3’\/§b4
3
b? ab®
a- 5 + 3 —— b’ =
3 314 3? /“‘33.876.3_\[3‘_54
a’b (5a)2

b’a’*  ab®25a’ b’
AT T3 3 1 =
32.97%.3.32.p™

b’ 25a°b°  ab’
Ayl =t 2 =23
3 3.3 3

Jab® 3 25ahM° a’b° J3ab%  25a°  &’b®
NF 377 T \NTF T T

l&

316 31,6 3|6 31,6
I s

16
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9. Bestimmen Sie das Produkt. Schreiben Sie im Resultat anstelle von gebrochenen Expo-
nenten Wurzelzeichen.

(x.%m%}.[xi_x-&]:?

8 13 2 41
X8 +Xx8 +x 8[| x0 =x 6 |=

g4 L S.4 /24 81, 131 120
X66+X66+X66—X66 x66_x66:
717 1 1
XA X0 +X3 =X =x3=x 2 =x" ——=x" -

10. Bringen Sie den folgenden Ausdruck in die Form a-+/b .

1
2 2 2
O P N R
2 4 2 4
=7

J50

17
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11. Vereinfachen Sie so weit wie méglich.

\/(Za)z + (b - %jz - \/(b + %jz —(2a)° =7

4a’h” +b* = 2a’b” +a* b* +2a’b? + a* = 4a’b’
b? T b? ]

siehe anderen L&sungsansatz unten!

a' +2a’b? +b*  [a' —2a%’ +b*
b b? B

(o

\/(az+b2)2 \/(az—bz)z_az+b2 a—b? & +b’-a’+b’ 20’
2 b b b b =

bZ

anderer Losungsansatz :

statt: a*—2a’b% +b*

/—/%
a'+2a’ +b*  [b'-2a°b" +a' _

\/(az+b2)2 \/(bz—az)z a+b* bP-a* a+b’-b’+a*  2d
> Vb b b b b

18
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12.Vereinfachen Sie so weit wie méglich.
Jat —ab? 4a* +2a%? +b*

4[84 _p* . a

=7?

,f b2 «f a +b2 bz)f

&)= +b2> e bZ) (# st

11 1

;

(& +b2); i (a®-b*)2 4 =[(a2 +b”)(a” —bz)]Z = {a* -b*

13. Vereinfachen Sie so weit wie méglich.

13
Y3 N3 3 \3 3 |[\37

a8
. 1777:
3%ps
LYl L L =3
2a-a® -b® a’-a’-a®-b®| a®
T 1 T 1 1 T 1T
34.32.38 34.32.38 38ps
L I U 1T =
2a-a® -b*-a® a’-a?-a®-b%-at
1 1 1 1 —7+ 1 1 1 1 -7

31,35_35_3§,b§ 31,35_35_3§,b§

8+13-5 +7 24-4+1-5 +7

2a 8 b® a 8 -b® 2ab+ab 33b
pETEEIE] + 254411 = 3 = 3 :Q

3 8 3 8

19
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7.12 Radizieren mit dem TI

Beispiel 1

Beispiel 2

Beispiel 3

J7 =2

Fir| F&r |F3~| Fui= | FE Fa~
Tools|A13cbrajCale ﬂnd-zrt]?rﬂ[ﬁ Lasch ]

I7
2.6458

GREDAUTO FET FLd]

Ergebnis: /7 oder 2.6458 je nach Einstellung Exakt/Naherung

Hinweis:  Der TI-89 hat nur eine Wurzeltaste [v] fir die Quadratwurzel
(Tastenkombination [2nd][x]). Der TI-89 Titanium hat zuséatzlich noch
die Funktion Wurzel mit der auch die n-te Wurzel berechnet wer-
den kann. Die Funktion Wurzel() ist Gber erreichbar.

b7 =2

Fir| FZ= |F3=]| F4= | FE | FA=
Tools|A13cbra|Calc|Ander ¢[Fr3ER|Losch

b2 |

MAIN GRDAUTO FET 1/z0

Ergebnis:  |b| der Rechner beriicksichtigt, dass b sowohl positiv,
als auch negativ sein kann!

J45:5 =72

Fir| Fer |Fz-| Fa= | F5_| Fb=
Tools|Al3cbralCale ﬂndtrtIPr’ﬂEﬁILoschI ]

o 155 3
&
MAIN GRDALUTO FET 1/z0

Ergebnis:  Der Rechner fasst zusammen zu /45:5 = J§ =3.

20
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Beispiel 4 \/36x* —12x+1=7?
Fir Fer |FZ=| Fu- Fe=
Tools|A13cbralCalc l"lndtl"t]PI"SEﬁ Losch ]
mf3exf-12-x+1  |6-x-1]
PRI GROAUTD  FET W
Ergebnis:  |6x —1 der Rechner erkennt das Binom +/(6x —1)’
2
Beispiel 5 (\/\ﬁ—1 +\/ﬁ+1) =7
Fir Fer |F3=| Fu- Far
Tools|A13cbralCalc ﬂnd&r‘t]F‘VﬂEﬁ Losch ]
2
(Eo1+E1)” 2 E+2
CTCLC2a=1 04+ TC20+1 00
MAIN GRDALUTO FET 1-’30
Ergebnis: 2-/2 +2 der Rechner zeigt den Lésungsweg nicht an.
Beispiel 6 E/a_3=?

Fir| F&~ |F3«| Fu4- | FE Fa~
Tools|A13¢brajCale ﬂndtl’t].F‘r'ﬂEﬁ Lasch 1

HMAIN ) GFG[I FII.ITIJ FET 1.0
Ergebnis: a
Hinweis:  n-te Wurzel funktioniert nur mit dem Titanium!

Fur den normalen TI-89 erfolgt die Eingabe gemass der Regel:

1
t/x =x" also z. B. 37 auf dem TI-89 7A(1+3)

21



