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8 Logarithmen

8.1 Einflhrung

Das Logarithmieren ist die zweite Umkehroperation des Potenzierens.

Potenzieren

32 =x

Es ist der Potenzwert x gesucht (Ergebnis Kettenmultiplikation).
Man erhalt x durch Potenzieren (Kettenmultiplikation):

3*=9

Radizieren

Es ist die Basis x gesucht.
Man erhalt x durch Radizieren (Wurzelziehen):

x> =9

x:\/§:3

Logarithmieren

3=9

Es ist der Exponent x (Logarithmus) gesucht.
Man erhalt x durch Logarithmieren:

log;9=2 man liest: «Logarithmus von 9 zur Basis 3 gleich 2»

Den Logarithmus berechnen heisst den Exponenten einer Potenz bestimmen!

8.2 Der Begriff des Logarithmus (Definition)

Eine Logarithmusgleichung kann immer auch als Exponentialgleichung umgeschrieben
werden. Beim Logarithmieren verwendet man allerdings andere Bezeichnungen.

log, b =x = a“=b

Logarithmusform Exponentialform

a: Basis a: Basis

b: Numerus b: Potenzwert

x: Logarithmus x: Exponent
Beispiele
log, 32 =x & 20=32=2 - x=5
log,,1'000=x <« 10°=1'000=10’ - x=3
log,,0.0001=x <« 10°=0.0001=10" — x=-4
log. \/5 = x & 5 =.5=5" - x=12
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8.3 Praktische Anwendung des Logarithmus

Der Logarithmus kommt zum Beispiel dort zur Anwendung, wo Gleichungen nach dem Ex-
ponent (Hochzahl) umgeformt werden mussen (Exponentialgleichungen). Solche Gleichun-
gen kommen bei der Zinseszinsrechnung, in der Elektrotechnik (Aufladung Kondensator,
Momentanwert des Einschaltsstroms von Spulen), bei Wachstums- und Zerfallsgesetzen,
Messung von Lautstarke und so weiter vor.

Beispiel Zinseszins

In wie vielen Jahren verdoppelt sich ein Kapital bei 2% Jahreszins?

Zahlenbeispiel mit der Annahme eines Anfangskapitals K, = 1°000 und p = 2%:

Abkiirzung n Kapital Zinsertra Kapital
Kapital (Anzahl Jahre) Anfang Jahr 9 Ende Jahr
Ky 0 1°000.00 20.00 1°020.00 = K,
K, 1 1'020.00 20.40 1'040.40 =K,
K, 2 1'040.40 20.81 1'061.21 =Ky
USw.
Allgemeine Berechnung analog Zahlenbeispiel:
Abkiirzung n Kapital Zinsertra Kapital
Kapital (Anzahl Jahre) Anfang Jahr 9 Ende Jahr
Ko-p Ko-P ( p J
K 0 = _K,|1+— [=K
o 0 % 100 °" 00 ~ 0 T00) T
K, 1 K, _I?o.o K, +f6§ =K, (1+%} =K,
K;-p K,-p p )
K 2 K 2 K 2K | 1+—— |=K
’ 2 10 T 2(+1oo ’
USsw.
Herleitung Zinseszinsformel:
aus Zeile 1: K 1+ P =K 1
(14555 ) (0
aus Zeile 2: K, [1+LJ=K2 (2)
100
Nin (2): K |1+ 2|1+ 2 |=k
(in @ Ko[1e 55 (14555 )=k
K
1
2
somit; K, =K, (1 + Lj . Kapital am Ende des n-ten Jahres (Endkapital)
100 . Kapital zu Beginn der Laufzeit (Anfangskapital)

Zinssatz in Prozenten
Anzahl Zeitabschnitte (meistens Jahre)

20 A AN
= =24

allgemein: K, =K, [1+L]
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Mit Hilfe der Zinseszinsformel kann nun eine Gleichung fur das Problem aufgestellt werden.

gegeben:

gesucht:

L6sung:

Antwort:

K,=2Ko p=2%

n="727
2 n
2-K, =K | T+ — K
0 0( 1ooj K
2=(1+LJ
100
2=1.02" = l0g,4,2=n
%{—/

Exponentialform Logarithmusform

oder mit Logarithmengesetzen (siehe Skript) umgeformt:

2=1.02" llg

lg2=1g1.02"

lg2=n-1g1.02 [1g1.02
lg1.02 =

Bei 2% Jahreszins verdoppelt sich ein Kapital in 35 Jahren.
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8.4 Ubungen

Verwandeln Sie folgende Potenzgleichungen in Logarithmusgleichungen:
1. 2°=64

log, 64 =6

2. 6°=36

log, 36 =2

3. 4'=4

log,4 =1

4. 5° =1

log;1=0

5. 3"'=73

1 -
Iogggzlog33 '=-1

6. (12)' =116

1
log,, —=4
91/216

1
log,, 2 ==
O3, 5
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Verwandeln Sie folgende Logarithmusgleichungen in Potenzgleichungen:

10.

11.

12.

13.

14.

log;81=4

3* =81

log, 128 =7

2/ =128

log;1=0

30 =1

logs 6 =1

6'=6
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Verwandeln Sie in eine Potenzgleichung und berechnen Sie dann x:

15. log; x =2
32:X:2
16. logg x =2
8 =x=64
17.1og,x =5
25:)(:3:2
18. log; x =0
SO:X:;I
19. logy x =1
3'=x=73
20. log, x=2
3
2
(1j =x=19
3 =
21. logsx =-2
57 =x=125
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Bestimmen Sie x durch Umwandlung in eine Exponentialgleichung:

22. log, 8 =x

2=8=2" —» x=3

23. log,, 1=x

10°=1=10° — x=0

24. logg 1=x

6'=1=6" —

X
Il
o

25. log, 4 =x

4 =4=4" - x=1

26.log, — =x

27.log, 16 =x

1
28.log, — =x
g;27
1Y x 1
—_ :371 :37)(:—:—:373 :3
(3) 37) 273 A
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29. log, Ya =x

1
a=3aza> > x=13

1
30. log, a® =x

a=a> —> x=1b
1
31.log, —=x
X 1 -1
b ==
32. log, ¥3* =x

2

3=3 —» x=2/5

33. log, LZ =X

;/3_

3)(

:ﬁ

34. log,, (fﬁ)f1 =X
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8.5 Spezialfdlle

log,1=0 weil a° =1
log,a =1 weil a' =a
Iogalz—1 weila”' =
a a
log,\/a=12 weil % = /a
log,a" =x weil 8 =a"
a%%" =b weil log,b=x <« a'=b — (1)in (2):a**" =b
(1) (2)
8.6 Gultigkeit

Der Zahlenbereich, in dem gearbeitet wird, sind die reellen Zahlen. Der Logarithmus soll in
dieser Zahlenmenge bleiben. Dazu missen fur die Basis und den Numerus einige Bedin-
gungen erfullt sein.

Bedingungen flr Numerus b:

Der Logarithmus ist fir b < 0 nicht definiert:
log,(-2)=x — 2*=-2 (Widerspruch)

log,, 0 = x — 10"=0 (Widerspruch)

somit gilt: b> 0

Bedingungen fiir Basis a:

Der Logarithmus ist fir a < 0 und fur a = 1 nicht definiert:

1
l0g_5) X = % — (-3)2=+-3=x_(nicht definiert)
log, 0 =x - 0°=0 (nicht eindeutig, x kénnte beliebige positive Zahl sein)
log, 1=x - =1 (nicht eindeutig, x kénnte beliebige Zahl sein)

somit gilt: a>0unda= 1

Zusammenfassung Definition (Grundformel) und Gultigkeit:

log,b=x < a'=b

a>0,a=1 b>0




bwz uri

Logarithmen

8.7 Die Wahl

der Basis

Logarithmen mit gleicher Basis bilden ein Logarithmensystem. Um bei Logarithmen von
gangigen Systemen die Basis nicht immer mitschreiben zu mussen, werden folgende Kurz-
schreibweisen benutzt:

Logarithmus S .
mit der Basis Schreibweise Bezeichnung Anwendung Bemerkung
Logarithmus . . allgemeine
a log, zur Basis a beliebige Basis Formulierung
10 lg (g = log..) Zehnerlogarithmus am meisten von Henry Biggs
9 {19 =101 (dekadischer L.) verbreitet vorgeschlagen
- . vor allem in auch Logarithmus
2 Ib (Ib = log,) Binarlogarithmus der Informatik dualgi;s (d)
o In (In = log,) naturlicher Wachstum und Logarithmus
=10Ge Logarithmus Zerfall naturalis (In)

Naturliche Logarithmen (In)

Die Logarithmen zu der Grundzahl e (2.71828182846...) spielen in der Physik und Technik
eine wichtige Rolle. Die Eulersche Zahl ist nach Leonhard Euler benannt, der e als Basis des
natdrlichen Logarithmus einfuhrte. Leonhard Euler wurde in Basel geboren und war einer
der bedeutendsten Mathematiker. Euler war extrem produktiv. Es gibt insgesamt 866 Publi-
kationen von ihm. Leonhard Euler war auf der Schweizerischen 10 Franken Banknote ab-
gebildet (Serie von 1984):

dh

SCHWEIZERISCHE NATIONALBANK
BANCA NAZIUNALA SVIZRA

Die bekannteste Darstellung der Eulerschen Zahl lautet wie folgt:

=1 1

e:1+1+i+
1-2

T 1 1 1

1 1

1

k! or o121 31 41 5l

1

+ + +...
1.2-3 1.2.3.4 1.2.3-4-5

10
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8.8 Logarithmengesetze

Logarithmus eines Produktes (Produkteregel)

Ein Produkt wird logarithmiert, indem man die

log, (b-c) =log, b +log, c Logarithmen der Faktoren addiert.

Beweis:
Potenzgesetz/Substitution a-a =a"” mita*=b und a =c
daraus folgt: b-c=a® << log,(b-c)=x+y (1)

(2)

o mita*=b < log,b=x
Rucksubstitution

mita’=c < log,c=y

und damit (2) in (1): log, (b-c)=log,b+log, c

Zahlenbeispiel Ig(10-100) =Ig10+Ig100
|g(1'000)=1+2=§ < 10°=1'000

Logarithmus eines Quotienten (Divisionsregel)

b Ein Bruch wird logarithmiert, indem man vom
log, (j =log,b—log, c Logarithmus des Zahlers den Logarithmus des Nenners
c subtrahiert.

Beweis:
Potenzgesetz/Substitution a_y =a”’ mita*=b und a' =c
a
b ., b
daraus folgt: o= a < log, 2= X—y (1)

o mita*=b < log,b=x
Rucksubstitution

mita’=c < log,c=y

und damit (2) in (1): log, (%) =log,b-log,c
Zahlenbeispiel Ig(%j =1g1'000-1g10

Ig(100)=3-1=2 < 10°=100

M
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Logarithmus einer Potenz (Potenzregel)

log, (b”) =n-log,b

Beweis:
setzt man
Potenz mit n potenziert

und damit (1) in (2):

Zahlenbeispiel

anschaulicher Beweis:

Eine Potenz wird logarithmiert, indem man den
Logarithmus der Potenzbasis mit dem Exponenten
multipliziert.

a=b < log,b=x (M
a”=b" < log,(b")=n-x (2)
log, (b") =n-log, b

lg10° =3-1g10
Ig1'000=3-1=§ < 10°=1000

log, 5> =log, (5-5-5) =log, 5 +log, 5 +log,5=3-log, 5

Achtung bei Summen und Differenzen:

log, (b+c)#= log,b+log,c
|

Ergebnis Multiplikationsregel

log, (b—c)=#log,b—log,c

Ergebnis Divisionsregel

Zahlenbeispiel

(kein Gesetz fur Logarithmus einer Summe)

(kein Gesetz fur Logarithmus einer Differenz)

Ig(7+3)=Ig(10) =1
lg7 +1g3=0.845+0.477

somit: Ig(7+3)#1g7 +Ig3

Fazit:  Es gibt keine Logarithmusgesetze fir Summen und Differenzen. Eventuell kénnen
Summen und Differenzen nach dem Zusammenfassen logarithmiert werden.

12
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Umrechnung in die Basis b mit Hilfe der Basis a (Basiswechsel)

log Eine Potenz wird logarithmiert, indem man den
log, c = ﬁ Logarithmus der Potenzbasis mit dem Exponenten
% multipliziert.
Beweis:
setzt man: log, c=x
so ist in Potenzform: b* =c
daraus folgt: log,b* =log, ¢
log, ¢
Potenzregel auf (2) angewendet:  X-log,b=log,c — x= Iog—b
log, c
i i : log, c=—=—
und damit (3) in (1): O l0g, b
Zahlenbeispiel log, 81= 09, 81_1981_1.9085 4 o 3*=81
log,,3 1g3 04771 =
Beweisfihrung mit konkreten Zahlenwerten:
X X |981
log;81=x < 3=8] — Ig3*=Ig81 — x-:lg3=I1g81 —» x==—7-=4
beide Seiten T’_|/ Ig 3 =
logarithmieren mitozgﬁﬁree; 25‘5
die Berechnung kann mit beliebigen Basen durchgefihrt werden:
log;81=x < 3*=81 — In3*=In81 — x:In3=In81 — lenﬁ:
lbeid(tehSejten EtcngenZéegel ln 3 =
ogarithmieren mit der Baslis e

13
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8.9 Logarithmieren mit dem TI

Naturlicher Logarithmus

Beispiel:
Eingabe:

Display:

Ergebnis:

Naherung:
Naherung direkt:

Eingabe Kontrolle:

Display:

Ergebnis:

In64 =7?

[2nd)[LN][6])(4]D][ENTER

Fi-| Fe= |FE-| Fu= | FE [ FB~
TooTs|a1dcbra|Calc|andere|prIER|Losch
B ]AgEd) & 1ni2)
HAIN GROAUTD FET 1750
6-In(2)

(=] — 4.15888
@nd)[LN](6](4](-JDJ(ENTER]

[sJle~14L)AIEEIB)BIDIENTER]

Fir| F2r |F3~| F4= | FE Fb-
Tools|A13cbralCalc|ander ¢|FrIER|Losch

" lnCed. ) 4.13882
m o4 1388830833337

& . DEGGE

14
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Zehnerlogarithmus
Beispiel:
Eingabe:

Display:

Ergebnis:

Naherung:
Naherung direkt:

Eingabe Kontrolle:

Display:

Ergebnis:

Ig300 = ?

log(300) — Die Funktion log() ist Gber erreichbar!

Fir Fer Fir| FY-r I FE Far ']
Tools|A13¢brajCalc|Ander ¢ |FrAEA|Losch
B ]og 3000 1ogi ZEE0
MAIN GEDALUTO FET 1/%0
log(300)

(=] — 2.47712
log[d[3)(0J(0](- JDJENTER]

DONEUUDED MR ENTER

Fir| F2r |F3~| F4= | FE FB-
Tools|A13cbralCalc|Ander ¢|FrIER|Losch

" log 30,0 2.47712
m L. 4771212347137
S0E . BOEEG

1872, 4771212547197

MAIN GREDAUTO FET ]

300

15
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Beliebige Logarithmusbasis (nur mit Titanium)

Beispiel:
Eingabe:

Display:

Ergebnis:

Naherung:
Naherung direkt:

Eingabe Kontrolle:

Display:

Ergebnis:

Hinweis:

Beispiel:
Eingabe:

Display:

log,7 =7

log(7,2) — Die Funktion log() ist Uber erreichbar!

Fir| Fex |F3=| Fhr | FE | Fo-
Tools|A13cbra|Calc|Ander ¢ |FrIER|Losch

log-(7)

" GROALTO FRT T

[¢*)[=] — 2.80735
logl7][-JLI2]DIENTER]

[PRREOEE)EENTER

Fir| Fer |F3=| F4~ | FE | FB=
Tools|A13cbra|Calc|Ander ¢ |FrIER|Losch

" logy(7.) 2.80735
a 52. 8073549220577

7. 08000
MAIN GRDAUTO FET /0
7

Mit dem normalen TI muss eine beliebige Basis Uber die Umrech-
nungsformel (siehe Seite 13) berechnet werden:

log,7 =7
[LNCO@CIDIENORIDIENTER]

Fi| Fer |FEr| Fa= | FE | F&=
Tools|p1debralCate|andere|prdEa[Losch
1n(7.n
W 2. 80735
1 2)

MAIN GREDAUTO FET 1/z0

16
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8.10 Ubungen, Frommenwiler

Losen Sie die folgenden Aufgaben:

Nummer Seite Bemerkungen

172 (b, ¢, e, f, i) 60 Kontrolle mit Tl Gben
173 (alle) 60 Kontrolle mit Tl Gben
174 (alle) 60 Kontrolle mit Tl Uben
176 (alle) 61 Kontrolle mit Tl Gben
178 (alle) 61

179 (e, f, h, ) 61 Kontrolle mit Tl Uben
180 (alle) 61 Kontrolle mit Tl Uben
181 (alle) 61 Kontrolle mit Tl Gben
183 (alle) 62 Kontrolle mit Tl Uben
184 (b, ¢, e, f) 62 Kontrolle mit Tl Uben
185 (e, f, h) 62 Kontrolle mit Tl Uben
186 (b, h) 63 Kontrolle mit Tl Uben
187 (c, e, f) 63 Kontrolle mit Tl Uben
188 63 Kontrolle mit Tl Gben
191 (alle) 64 Kontrolle mit Tl Uben
192 (b, ¢, d, f, h) 64 Kontrolle mit Tl Uben
193 (d, e, h, i) 65 Kontrolle mit Tl Gben
194(a, b, c e f) 65 FI)O?r:(Ij_liljesﬂgsTbluuciePalsch)
195 (b, ¢, f, h,j, 1) 65 Kontrolle mit Tl Uben
196 (a, d) 65 Kontrolle mit Tl Gben
198 (a, b, g, i) 66 Kontrolle mit Tl Uben
201 (alle) 66 Kontrolle mit Tl Gben
202 (c, e, ) 66 Kontrolle mit Tl Gben
203 (alle) 67 Kontrolle mit Tl Gben
204 (alle) 67 Kontrolle mit Tl Gben

17
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8.11 Exponentialgleichungen

Gleichungen, in denen die Unbekannte im Exponenten einer Potenz vorkommt, heissen Ex-
ponentialgleichungen. Exponentialgleichungen lassen sich durch Logarithmieren |6sen,
wenn auf der linken und rechten Seite der Gleichung logarithmierbare Terme vorliegen.

Falls sich beide Seiten der Gleichung einfach in die Form a* = @’ umformen lassen, kann die
Unbekannte auch durch «Gleichsetzen der Exponenten» bestimmt werden:

X

a'=a’ < x=y (a>0, a=1) Gleichsetzen der Exponenten

Beispiel 1 (Variante mit Logarithmieren)

Losen Sie die Gleichung 4 =8 nach x auf. G =R.

1. Definitionsbereich bestimmen D=R
2. Gleichung logarithmieren lg 43 =Ig 8"
3. Potenzgesetz anwenden (3x-3)-lg4=x-lg8
4. Klammern wegschaffen (ausmultiplizieren) 3x-lg4-3-1g4=x-1g8
5. alle Terme mit x auf eine Seite schaffen 3x-lg4-x-1g8=3-lg4
6. xausklammern x-(3-lg4-1g8)=3-lg4
7. xisolieren x:3'|—g4:2
3-lg4-1g8 ~

8. Kontrolle mit urspriinglicher Gleichung 4373 =8’

43 =g’

64=64 (w)

9. Lo6sungsmenge

,_
Il
——

N
N

18
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Beispiel 1 (Variante mit Gleichsetzen der Exponenten)

Losen Sie die Gleichung 4 =8 nach x auf. G =R.

N

Definitionsbereich bestimmen

2. Gleichung auf gleiche Basis umformen

3. Potenzgesetz anwenden

4. Exponenten gleichsetzen

5. X isolieren

6. X bestimmen

7. Kontrolle mit urspringlicher Gleichung

8. Losungsmenge

Fazit:

26)(76 — 23><

6Xx —6 = 3x

3x=6

x=§=2
3¢

43-2—3 — 82

43 =8’

64 =64 (W)

Falls es eine gemeinsame Basis gibt oder durch einfache Umformung eine gemeinsame Ba-
sis geschaffen werden kann, dann ist diese Methode sehr einfach und schnell! Es lohnt sich
zuerst die Gleichung auf «gemeinsame Basis» zu untersuchen (nicht drauflos rechnen...)!

19
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Beispiel 2
Losen Sie die Gleichung 6 =12 nach x auf. G =R.

1. Definitionsbereich bestimmen D=R
2. Gleichung logarithmieren lg6™ =1g12
3. Potenzgesetz anwenden 3x-lg6=Ig12
4. xisolieren 3x=|g—12=1.3869
lg6
5. X bestimmen X = 1'33869 =0.4623
6. Kontrolle mit urspriinglicher Gleichung 670 =12
12=12 (w)
7. Lésungsmenge L={0.4623}

20
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Beispiel 3
Losen Sie die Gleichung 0.75>7'* =0.5625 " nach x auf. G =R.

1. Definitionsbereich bestimmen D=R
2. Gleichung logarithmieren lg0.75> " =1g 0.5625"""
3. Potenzgesetz anwenden (5x—=14)-1g0.75=(x—-1)-1g 0.5625
lammer Klammer
nlétwendig notwendig
4. geteilt durch 1g0.75 5x—14:(x—1)-M=(x—1)-2
lg0.75
ausrechnen
5. xisolieren 5x —2x=14-2
6. X bestimmen X =%=é_1
7. Kontrolle mit urspriinglicher Gleichung 0.75>* =0.5625""

0.1780=0.1780 (w)

8. Lbsungsmenge L

I
—~—

~
=

21
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Beispiel 4
Losen Sie die Gleichung Va2 =3/a*? nachxauf. G=R,a>0unda= 1.

1. Definitionsbereich bestimmen D=R

2. Wurzel als Potenz schreiben al =a?

3. Exponenten gleichsetzen X—;3 = %
4. Bruche wegschaffen 3x-9=2x+4
5. x isolieren x=13
6. Kontrolle mit urspriinglicher Gleichung a3 =3a"?
a1O — 3 a15
a=a (w)
7. Lésungsmenge L={13}

22
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8.12 Ubungen

Losen Sie die folgenden Gleichungen nach x auf. G = R.

1.

1072 =7

D=R

107 =7

(3+2x)-1g10=(1-x)-lg7
i

3+2x=Ilg7-x-1g7

2x+x-lg7=Ig7-3

x-(2+1g7)=Ig7-3

x:Ig7—3
2+1g7

=-0.7574

Kontrolle:

30.5621=30.5621 (w)

somit: L={-0.7574}

1Q32(07574) _ 7H-07574)

l9

ITU

|x isolieren

[x ausklammern

[x bestimmen

23
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2. xigpet e

x+3#0 A x+520 — D=R\{-3;,-5}

XYt X lumformen in Potenzen

x+11 2x+1

203 =255 |gleichsetzen der Exponenten

x+11_2x+1
X+3 x+5

[Briiche eliminieren

(x+11)(x+5) =(2x+T)(x+3) lausmultiplizieren

x> +16x+55=2x" +7x +3 |x isolieren

0=x"-9x-52 |faktorisieren, falls ganzzahlig méglich
(x=13)(x+4)=0 [x bestimmen

=13 v x,=-4

KontrO”e: a. 13+3f213+11 =13+5,22~13+1

24 27 3 3

216 =218 5 22=22 (w)

b. —4+\3/2—47 — —4+\5W

2 7
1

271227 5 27=27 (w)

somit: L={-4;13}

24
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3. x99 =0.01 BM-Priifung, Frauenfeld 1996
D={xeR|[x>0}
x> =0.01 g

1
311gx)-lgx=lg—
(=3+19%)-lgx=lg 755

—3«ng+(lgx)2:Ig1O‘2
T

(ng)2—3-lgx+2=0

Substitution: u=Igx
u>-3u+2=0
(U-2)(u-1=0

u=2 v u=1

Rucksubstitution: lgx=2 v Igx=1

lausmultiplizieren und vereinfachen
lordnen und vereinfachen

|Substitution

|faktorisieren

|lu bestimmen

x,=102=100 v x,=10'=10

Kontrolle: a. 100739 =0 01

10022 =100"=0.01 (w)

b. 107°%9'° =0.01

10°"=102=0.01 (w)

somit: L={10;100}

25
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4,

3 _pxl 323 g BM-Prufung, Uri 1999
D=R
32 gl 33 g |gleiche Basen ordnen
321 3243 _px-1 _ px |Potenzen in Produkte umformen
3%.3-3%.3=5".5"_5%.5 lausklammern
3 (3 - 33) = 5" (5‘1 L 5) [x isolieren und vereinfachen
1
x ——b
.5 ° ITU
5 3-27
) 1-25
Flo5 2 o g
5 24~ 5.(-24)
X.|g§:_|g5 |x bestimmen
x=_195__ -195 _ , ;3g;
g2 199-1g5
o5

Kontrolle: 32(2738041 _ 5273811 _ 32(-2738143 _ 5273811
0.0073-0.0024 =0.0658 -0.0610
0.0049=0.0049 (w)

somit: L={-2.7381}
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8.13 Ubungen, Frommenwiler

Losen Sie die folgenden Aufgaben:

Nummer Seite Bemerkungen

359(a, ¢ d, f) 118 Kontrolle mit Tl Gben
360 (alle) 118 Kontrolle mit Tl Gben
361 (alle) 118 Kontrolle mit Tl Uben
362 (b, 0 118 Kontrolle mit Tl Gben
363 (3, C, e) 118 Kontrolle mit Tl Uben
364 (a, b, ¢, d) 118 Kontrolle mit Tl Uben
366 118 Kontrolle mit Tl Gben
368 119 Kontrolle mit Tl Gben
369 (fur Elektrofachleute...) 119 Kontrolle mit Tl Uben
370 120 Kontrolle mit Tl Gben
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8.14 Logarithmische Gleichungen (Logarithmengleichungen)

Gleichungen, in denen die Unbekannte als Argument des Logarithmus vorkommt, heissen
logarithmische Gleichungen. Zur Lésung von logarithmischen Gleichungen muss oft auf die
Grundformel zurtickgegriffen werden oder beide Seiten werden exponiert. Das Umformen
mit der Grundformel und das Exponieren kénnen zu einer nicht aquivalenten Gleichung
fihren. Es kdnnen Scheinlésungen entstehen. Um Scheinlésungen auszuschliessen, muss
bei logarithmischen Gleichungen unbedingt die Probe durchgefihrt werden.

Falls sich beide Seiten der Gleichung einfach in die Form log.x = log,y umformen lassen,
kann die Unbekannte auch durch «Gleichsetzen der Numeri» bestimmt werden:

log,x=log,y < x=y (a>0,a=1,x>0, y>0) Gleichsetzen der Numeri

Beispiel 1 (Variante mit Grundformel)

Losen Sie die Gleichung Ig(3x +2)=0.75 nach x auf. G =R.

1. Definitionsbereich bestimmen D= {x eRx > —%}

2. Grundformel anwenden 10%7° =3x+2

3. Potenzwert ausrechnen 5.6234 =3x+2

4. xisolieren 3.6234 =3x

5. x berechnen X = 3'6534 =1.2078

6. Kontrolle mit urspringlicher Gleichung lg(3-1.2078+2)=0.75

0.75=0.75 (w)

7. Loésungsmenge L={1.2078}
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Beispiel 1 (Variante mit Exponieren)

Losen Sie die Gleichung Ig(3x +2)=0.75 nach x auf. G = R.

1.

Definitionsbereich bestimmen

Exponieren zur Basis 10 (es gilt 10°° = a)

Potenzwert ausrechnen

X isolieren
x berechnen

Kontrolle mit urspriinglicher Gleichung

L6sungsmenge

Dz{xeR

2
X>—=
3}

1 Olg (3x+2) -1 O'ngo (3x+2) _ 100.75
%/_/

3x+2

3x+2=5.6234
3x =3.6234

3.6234
X = =
3

1.2078

lg(3-1.2078+2)=0.75
075=0.75 (w)

L={1.2078}
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Beispiel 2
Losen Sie die Gleichung Igx +1g3=Ig(1+x) nach x auf. G=R.

1. Definitionsbereich bestimmen x>0 A x>-1
D= {x|x > O}
2. Produktregel anwenden

lg(x-3)=Ig(1+x)

Ig x+g 3
3. Numeri gleichsetzen 3x="1+x
4. x isolieren 2x =1

5. x berechnen X =%

6. Kontrolle mit urspriinglicher Gleichung

1 1
lg=+Ig3=Ig| 1+ =
92+9 9[+2j

0.1761=0.1761 (w)

7. Lobsungsmenge
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Beispiel 3

Losen Sie die Gleichung log, (4x) =log, x nach x auf. G =R.

1.

10.

11.

12.

13.

Definitionsbereich bestimmen

Basiswechsel auf der linken Seite

(1) in ursprungliche Gleichung einsetzen

log, 8 umformen: log, 8 =3

Bruch wegschaffen

Potenzregel auf rechter Seite anwenden
Numeri vergleichen

alle Terme mit x auf eine Seite schaffen
Faktorzerlegung

Losungen bestimmen

Ubereinstimmung mit Definitionsbereich priifen

Kontrolle mit urspringlicher Gleichung

Loésungsmenge

D = {x|x >0}
log, (4x) = % (1)
M =log, x
log, 8
w =log, x |3

log, (4x)=3-log, x
log, (4x) =log, x°
4x = x*

0=x>—4x

0=x(x2—4)=x(x—2)(x+2)

X, =0,x%x,=2, x,=-2
eD eD
X,=2€D

log, (4-2)=log, 2
logy 8 =log, 2
=1 (w)

,_
Il
—~—

N
-
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8.15 Ubungen
Losen Sie die folgenden Gleichungen nach x auf. G = R.

lgx +Ig (sz)
o )ol)

D= {x eR|x > O} oder anders geschrieben: D =R,

=2 BM-Prufung, Bern 1996

lg(x-2x
g( 1 ) =2 |Produktregel im Z und N angewendet
gl —-%
P [x ij
lg (2%’
g( > )=2 zusammengefasst
lal =
P (XJ
g (2x3) =2-1g (%j [Bruch beseitigt
X
2 2
lg (2x3) =Ig [7j |Potenzregel rechts angewendet
X
2
2 = (%) = is INumeri gleichgesetzt
X X
X = g =2 |x isoliert und gekirzt
Xx=x2 |9 —te Wurzel gezogen
; 2
'92/5“9(2'(35)) 0.0334 +0.3679
Kontrolle: =D | | = ' =2 (w)
1 5 —0.0334 +0.2341
Ig (*j +1g 2
ey
somit: L= {3/5}
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2. lgx+lg2=Ig(x+1)-1 BM-Prifung, Wetzikon 1996

x>0 A x>-1 — x>0 — D={XER|X>O}

lg(x-2)=Ilg(x+1)— 1 |Produkteregel links angewendet
Ig10
X+1 T
lg (2x) =Ig (Wj [Divisionsregel rechts angewendet
2X = X1—J(r)1 INumeri gleichgesetzt
20X =x+1 [Bruch beseitigt
1 ,
X=— |x bestimmt
19

1 1
Kontrolle: lg—+Ilg2=Ig| —+1]|-1
97979 9(19 J
-1.2788+0.3010=0.0223 -1
~0.9777=-0.9777 (w)

somit; L= {i}
19
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3. X" =g* BM-Priifung, Wetzikon 1996
D={xeR|[x>0}
log, e* =Inx |Grundformel angewendet
Ilr;]e: =Inx [Basiswechsel auf der linken Seite
Ine* =(In x)2 [Bruch beseitigt, links vereinfacht

4

4 =12 =Inx

anderer Lésungsansatz :
In(x"*)=In(e*)
In(x"*)=In(e*)
Inx-Inx =4

(Inx)* =4

INX =44 =42

|Wurzel gezogen

lexponiert

I
|Iinks Potenzregel, rechts vereinfacht
|zusammengefasst

|weiter wie oben
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4.

log, x=6-log, 5° BM-Priifung, Wetzikon 1996

Numerus >0 A Logarithmusbasis >0 A Logarithmusbasis # 1

x>0 A Xx#1 — D={XER|X>O A x¢1}

log; x +log, 5° =6 |alle Terme mit x auf eine Seite
5
log, x + log: > ¢ [Basiswechsel
log. x
(logs x)2 +log, 5> =6-log; x [Bruch beseitigen und vereinfachen
5
Substitution: u=logs x
u*-6u+5=0
(u=5)(u-1)=0

Uu=5 v U =]

Rucksubstitution: 5=log;x v 1=log.x

x,=5 v x,=5=5

Kontrolle : a log,5 =6-log,. 5°
%\Sf—/ %1,_/
5=5 (w)

b. log. 5=6-log, 5°
(S —;

1 5

=1 (w)

somit : | = {5; 55}
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Ig x?
Ig 100 3 .
5. 10°™ =log,p BM-Prtfung, Thun 1996
D =R\{0}
Ig x?
Ig100
10 7 =log, p’ |vereinfachen
3
192
102 =3 |Grundformel oder logarithmieren
lg x? —
lg3= 3 [Bruch beseitigen
2-lg3=Ilgx’ |Potenzregel links anwenden
lg3° =lgx’ INumeri gleichsetzen
9=x° ‘f
;=3 v Xx,==3
Ig 3
Kontrolle: ‘a. 10°'® =log,p®* —  3=3 (w)
lg(-3)°

b. 109" =log,p® — 3=3 (w)

somit: L={-3;3

——

Achtung:
2lg x
Ig 100
107 =log, p’ |[vereinfachen und Potenzregel
N
2g x ’
10 2 =3 ktirzen verboten — -3 fallt weg
109" =3 |Grundformel
lg3=Igx INumeri gleichsetzen
x=3 |x = =3 fehlt!
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6.

lg(1-3x)+lg(4—-5x)=2-lg(12x-2) -1

1-3x>0 A 4-5x>0 A 12x-2>0
3x<1 A 5x<4 A 12x>2

VAN X>—=

lg[(1-3x)(4-5x)|=lg(12x-2)" ~Ig 10

(12x = 2)°

Ig|(1-3x)(4 -5x%) |=lg—

g[(1-3)(4-5)] =lg>—

144x* —48x + 4
10

4—17x+15x* =

40 —170x + 150x? =144x> — 48x + 4

6x° —122x+36=0

3x*—61x+18=0

X1,2

Landwirtschaftliche BM, Zollikofen

[Divisionsregel

INumeri gleichsetzen

[Bruch beseitigen

144 |+48x -4
|2

lin Lésungformel einsetzen

2-3

x,=0.2995eD v x,=20.0338¢D

BB -4AC 61+67 -4.3.18  61+59.20
2A

6

Kontrolle: 1g(1-3-0.2995)+Ig(4—-5-0.2995)=2:-lg(12-0.2995-2) -1

~0.5951=-0.5951 (w)

somit: L={0.2995}
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7. lg(x+2)+Ig(x-2)=0 Frommenwiler, Aufgabe 375 d
D={xeR|x>2}
lg[(x+2)(x-2)]=0 |Grundformel anwenden
10° =(x* - 4) | +4
x* =5 ‘J_

Il

xﬁeD v xzz—x/gezD

X

Kontrolle: Ig (\E+ 2)+Ig (\E—Z) =0
0=0 (w)

somit: L= {\E

——
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8. (1 +Inx)-Inx=2 (mit Substitution |&sen)

Dz{XeR|x>O}

Substitution :

Rucksubstitution:

Kontrolle :

somit :

u=Inx
(1+u)-u=2 lausmultiplizieren
U +u-2=0 |[Faktorzerlegung

(u=1-(u+2)=0

u=1 v u=-2

1=lInx v —=2=Inx

— _ a2
=g v x,=g’

a. (1+lne):-lne=2

(1+1)-1=2 (w)

b. (1+In e‘z)-ln e?=2

[1+(=2)]-(-2)=2 (w)

Frommenwiler, Aufgabe 376 e
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9.

log, x—lgx=3.5

D={X€R|X>O}

log, x—lgx=3.5

lg x
=——|gx=3.5
lg 2 A

(|gx).(|gi2_1j=3.5

3.5 3.5:1g2
lgx = =
Ig2

35152

x=10"92 =32.1638

Kontrolle: log, 32.1638—-1g32.1638=3.5
35=35 (w)

somit: L={32.1638}

BM-Prifung, Uri 1999

[Basiswechsel

lg x ausklammern

lg x isolieren

|Grundformel anwenden
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10. (Ilgx)-(lgx—-3)+2=0 BM-Prtifung, Uri 2000
D={xeR|[x>0}
Substitution: u=Igx
u-(u=3)+2=0 lausmultiplizieren
U’ —3u+2=0 |[Faktorzerlegung
(U=2)-(u-1=0

Uu=2 v U =]

Rucksubstitution: 2=Igx v 1=lIgx
x,=102=100 v x,=10'=10

Kontrolle: a. (Ig100)-(lg100-3)+2=0
2-(2-3)+2=0
2:(-1)+2=0 (w)

b. (Ig10)-(Ilg10-3)+2=0
1.(1-3)+2=0
1-(-2)+2=0 (w)

somit : L={10;100}
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1 1 ) x2+logs X _ 53

D={XGR|X>O}

X2+Iog5 X _ 53

X2 . X|095 X _ 53

log, (x*)+logs (xX°**) =log, (5°)

2-logg x +logg x -logs x =3
S

(logs ><)2

Substitution :

Rucksubstitution:

Kontrolle :

somit :

[linke Seite in Produkt zerlegen

llogs (wichtig: Logarithmus zur Basis 5)

u=log, x

U +2-u-3=0 |[Faktorzerlegung

(U+3)-(u=-1)=0

Uu==3 v u=1

—3=log: x v 1=log; x

X, =57 v x,=5=5

2 (5 3 )2+Iog5 573 | 53
(5°) =5
(5) =5

5 =5 (w)

b. (5)2+\095 5 _ 53
52+'I — 53

5 =5 (w)

L={57;5}

|Potenzregel und vereinfachen

|Substitution

BM-Prtfung, Uri 2000
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12, X'9% =x* BM-Priifung, Wetzikon 2000
D={xeR[x>0}
Xlgx — x4 ||g
lg (x°) =1g (x*) [Potenzregel anwenden
lgx-lgx=4-Igx |4 -1g x

lgx-lgx—4-lgx=0

lgx-(lgx-4)=0

a lgx=0 - X

b. lgx-4=0 —> X,

Kontrolle: a. 19'=1*

=1 (w)

b, (10°)°"" =

lg x ausklammern
[Faktoren Null setzen
=10° =1

=10*

(10°)

(10°)" =(10)" (w)

somit: L= {1;104}

Achtung: Beim Gleichsetzen der Exponenten entfallt eine gultige Lésung!

X9 =x* -

lgx=4 — x=10*

Die gultige Lésung x =1 wird nicht entdeckt!
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|Basiswechsel

bwz uri
3
13. logs x = 109155 X7
log, x
D={xeR|[x>0}
3
log, x = 0G5 X
log,: x
log, x*
3
l0g, X = logs125 _ log, x* log, 25
logs X log. 125 log. x
logs 25
log] xi= 3:-logsx 2
3 logs x
log, x =2
x=5%=25

|vereinfachen

log,,s 25° [eleP (52 )3 C l0g;55 (53 )2 2

Kontrolle: log, 25=

%2/—’ |Og25 25

BM-Prifung, Wetzikon 2000

kirzen — mit log. x erlaubt!

#0

T=2 (w)
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14.19(0.7x)+1=2-Igx
D={xeR|[x>0}
lg(0.7x)+ 1 =2-lgx
Ig10
Ig (0.7x)+1g 10 =Ig x*

Ig (0.7x-10) =Ig x*

7x = x?
0=x%—-7x
0=x(x-7)

X,=0¢D v x,=7

Kontrolle: 1g(0.7-7)+1=2-lg7
Ig(4.9)+1g10=2-lg7
lg(4.9-10)=1g7*
lg49=Ig49 (w)

somit:  L={7}

BM-Prufung, Wetzikon 1999

lumformen und Potenzregel
PProduktregel

INumeri gleichsetzen

|-7x  Achtung: nicht mit x dividieren
|[Faktorzerlegung

[Faktoren Null setzen
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15. g-lgleg(x’ﬁ) BM-Prifung, Wetzikon 1999
D={xeR[x>0}
g-lg Jx =lg (x”/;) [Potenzregel anwenden
%-ng:ﬁ-lgx ‘—\/;-ng
%-ng—ﬁ-lgx:O lg x ausklammern
lg x - (% - J;j =0 [Faktoren Null setzen

a lgx=0 — x,=1eD

2
ok o X ox 5 x-16x=0 — x-(x=16)=0
4 16
=1

X
b. =-vJx=0
2 -

X,=0e¢D v X,

Kontrolle: a. %-Igﬁzlg(Tﬁ)a%-O:Im — 0=0 (w)

b. %-Igﬁ:lg(%ﬁ) - 8-g4=Ig(4’)" > 8-lg4=8-Ig4 (w)

—
16*

somit: L={1,16

——
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16. (Igx)" —lgx=In(e’)

D={XGR|X>O}

(Igx)’ ~lgx =In (ez)

(ng)z—lgx—2=0

Substitution:

Rucksubstitution:

Kontrolle :

somit :

BM-Prifung, Wetzikon 1999

[rechts Potenzregel anwenden

|Substitution

u=Igx
u’-u-2=0 [Faktorzerlegung
(u+1)-(u-2)=0

u==1 v u,=2

-1=lgx v 2=lgx

X1=E N X2=ﬁ

a. (|g10’1)2 —1g10" =In (ez)

(- =(-1=2

1+1=2 (w)

b. (Ig102)2 ~lg10° :In(ez)

(2) -2=2
4-2=2 (w)
L={10";10%}
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8.16 Ubungen, Frommenwiler

Losen Sie die folgenden Aufgaben:

Nummer Seite Bemerkungen

371 (d, e, f) 122 Kontrolle mit Tl Gben
372 (c, d) 122 Kontrolle mit Tl Gben
374 (a, ¢, e) 123 Kontrolle mit Tl Uben
375 (a, ¢, h) 123 Kontrolle mit Tl Gben
376 (a, 0 123 Kontrolle mit Tl Gben
377 (b, ¢, d) 123 Kontrolle mit Tl Uben
378 (a, b) 123 Kontrolle mit Tl Uben
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