12 LineareGleichungssysteme

12.1 Einfilhrung

Ein lineares Gleichungssystem besteht aus mehreren linearen Gleichungen,\aieschiect-
ne Variablenenthalten kénnen. Wir werden unsim Wesentlichenauf Gleichungssysteme
mit zwei Variablenbeschranken.

Die L&sungeines linearen Gleichungssystems aus zwei Gleichungen mit zwei Variablen ist
jedesZahlenpaar das beide Gleichungen erfillt.

Fur das Losen eines linearen Gleichungssystegilst es drei gebrauchlicheMethoden:
1. Einsetzmethode

2. Additionsmethode

3. Gleichsetzungsmethode

Die dreiL6sungsnethoden werden anhand derKinoaufgabe vorgestellt.

Zwei Erwachsene 20 Franken, Ein Erwachsener 17 Franken,
und zwei Kinder. bitte! und drei Kinder. bitte!

Daraus entsteht die 1. Gleichung: Daraus entsteht die 2. Gleichung:
() 2K+2E =20 (2) 3K+IE =17

Gesucht werden die Eintrittspreise fur ein Kind (K) bzw. fiir einen Erwachsenés).

Kommentar

- Wenn eine Aufgabe zwei Unbekannte aufweist (K und E im Beispiel oben), missen
zwei Gleichungen (Gleichungssystem) aufgestellt werden, damit die Unbekanntemei
deutig bestimmt werden kénnen. Anzahl Unbekannte = Anzahl Gleichungen

- Die Unbekanntenmiissen nicht immer x und y heissen.
Im obigen Beispiel sind die Variablen K fir Kind bzw. E fir Erwachsene die besseren
riablennamen (eindeutige Zuordnung).

- Es gelten dieselben Rechenregeln wie bei den Gleichungen mit einer Unbekannten.
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12.2 Einsetzmethode(Substitutionsmethode

VorgehensweiseEine Gleichung wird nach einer Variablen aufgelost. Der Term, den ma
dadurch fur diese Variable erhalt, wird in die andere Gleichungingesetzt
Man erhélt eine lineare Gleichung mit nur einer Variablen.

() 2K+2E =20
UrspringlichesGleichungssystem:
(2) 3K+E =17

Der kleinste Rechenaufwand ergibt sich fur
die Variable E bei der Gleichung). Deshalb (2a) E=17- 3K
wird die Gleichung(2) nach E aufgeldst

Danach wird (2a) in (1) eingesetztMan er- ) _
hélt eine Gleichungmit nur einer Variablen: (la) K+ 217- ) =20

(b) 2K+34 -6K 20

Die Gleichung (%) wird nach K aufgelost:

Firr die Berechnung von E wird daResultat (28) E=17 -3 3G
(1c) in (2a) eingesetzt: E=6.5

Probe durch Einsetzen der beiden Losu (1) 2Q.5 2 6.0 20= wahre Aussage
gen in die urspringlichen Gleichungen: (2) 3(35 16.8 17= wahre Aussage

Losungsmengejst ein Zahlenpaar(K;E) L :{(3.5; 6.5)}
welches die beiden Gleichungen erfullt: _—

Kommentar

- Die konsequenteDurchnummerierungder Gleichungen erhoht den Uberblick und hilft
den Lésungswegnachzuvollziehen.

- Durch Einsetzen in diaurspriinglichenGleichungen kann ein Gleichungssystem kontto
liert werden.

- Die Lésung einer Gleichung mit den Lésungsvariablen x, y (oder K, E) ist ein Zahlenpa
(xWert, y-Wert), welches die beiden Gleichungen erfillen.
Die Lésungsmenge isimmer anzugeben!
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12.3 Additionsmethode

VorgehensweiseDie Gleichungen werden so umgeformt, dass bei dehddition der Gle-
chungen eine Variable entfallt. Man erhalt eine lineare Gleichung mit nur einer Variabler

() 2xKk+2E =20
UrspringlichesGleichungssystem:
(2) 3K+E =17

Damit bei einer Addition eine Variable wg-

fallt, muss eine der Variablen in beiden Gie
chungen entgegengesetzt gleiche "
Koeffizienten besitzen. Dies kann erreicht (2) HK+IE =17 | (GZ)
W(_erden,_ indem eine oder bgld_e_GIelchungen (23) -6K -2E =34

mit geeigneten Zahlen multipliziert werden.

Der kleinste Rechenaufwand ergibt sich,

wenn die Variable E weggeschafft wird:

() +2K+2E =20
Variable E beseitigen durch Addieren der
beiden Gleichungen. Die linken und die (2a) -6K-2E =34
rechten Seiten werdenjeweils addiert:

(3) -4K =14
Die Gleichung 8) wird nach K aufgeldst: (3a) K=— =85

(2) 335 E &

Fur die Berechnung von E wird das Results
(3a) in (2) eingesetzt: 105+E =17

E=17 -10.5 865

Probe durch Einsetzen der beiden Losu (1) 2Q.5 2 6.0 20= wahre Aussage
gen in die urspriinglichen Gleichungen: (2) 335 6.6 17= wahre Aussage

Losungsmengejst ein Zahlenpaar (K;E), L ={(3.5; 6.5)}
welches die beiden Gleichungen erfullt: _—

Kommentar

- Die konsequenteDurchnummerierungder Gleichungen erhéht den Uberblick und hilft
den Losungsweg nachzuvollziehen.

- Durch Einsetzen in diaurspriinglichenGleichungen kann ein Gleichungssystem kontto
liert werden.

- Die Losung einer Gleichung mit den Losungsvariablen x, y (oder K, E) ist ealZnpaar
(xWert, y-Wert), welches die beiden Gleichungen erftillen.
Die Lésungsmenge isimmer anzugeben!
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12.4 Gleichsetzungsmethode

Vorgehensweig: Beide Gleichungen werden naclderselben Variablen aufgelost.
Danach kénnen die Glechungen gleichgesetztwerden.
Man erhélt eine lineare Gleichung mit nur einer Variablen.

() 2K+2E =20
Urspringliches Gleichungssystem:
(2) 3K+E =17

Beide Gleichungen werden nach derselben la) 2E=20- 2K
Variablen aufgeldst. Der kleinste Aufwand

ergibt sich hier,wenn beide Gleichungen (2a) E=17- 3K | ¢
nach 2E aufgeltst werdenDazu muss die
zweite Gleichung mit 2 multipliziert werden () 2E=34- 6K

Die beiden Gleichungen (1a) und (2b) we
den gleichgesetzt. Man erhalt eine neue (3) 20- K=34 -6K
Gleichung (3) mit nur einer Variable:

(3a) 4K =14
Die Gleichung (3) wird nach K aufgeldst: 14
(3b) K==— =8.5
4
Fur die Berechnung von E wird das Results (2a) E=17 -336
(3b) in (2a) eingesetzt: E=17 -105 65

Probe durch Einsetzen der beiden Losy () 235 2 6.6 20= wahre Aussage
gen in die urspriinglichen Gleichungen: (2) 3(35 16.8 17= wahre Aussage

Losungsmengejst ein Zahlenpaar (K;E), L :{(3.5; 6.5)}
welches die beiden Gleichungen erfullt: —_—

Kommentar

- Die Koeffizienten der Variablen misserzum Gleichsetzemicht zwingend 1 sein. Wid-
tig ist, dass beide Gleichungen nach derselben Variablen aufgelost werden und vor de
Gleichsetzen den gleichen Koeffizienten haben (im Beispiel oben wurde z. B. nach 2E
aufgeldst und nicht nach 1E).

- Die konsequenteDurchnummerierungder Gleichurgen erhoht den Uberblick und hilft
den Losungsweg nachzuvollziehen.

- Durch Einsetzen in diaurspriinglichenGleichungen kann ein Gleichungssystem kontto
liert werden.

- Die Losung einer Gleichung mit den Losungsvariablen x, y (oder K, E) ist ein Zahlenpe
(xWert, y-Wert), welches die beiden Gleichungen erflillen.
Die L6sungsmenge isimmer anzugeben!
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125 GrafischeLésungder Kinoaufgabe

Definitionen: x = Preis fiur ein Kind in CHF, y = Preis fir einen Erwachsenen in CHF

() 2Kk+2E =20
Urspringliches Gleichungssystem:
(2) 3K+IE =17

(la) 2x+2y =20
K=xund E =y einsetzen:
(2a) 3x+1ly =17

Beide Gleichungen nach y auflésen
Danach beide Funktionen in das Koordix (1c
tensystem einzeichnen

(b) 2y= 2x+20 |2
) y=-x 40
(2b) y= 3x+17
L
-x+10=-3x+17

Koordinaten des Schnittpunkts S berechnen 2x=7 - x =3.5
mit der Gleichsetzungsmethodg1c)= (2b): y=-x 40 = 35+10=65

S(35;6.5)

N
20 | E (Preis fur 1 Erwachsenen)

3K+1E=17

S(3.5]6.5)

2K+2E =20

K (Preis fur 1 Kind)
01 2.3 4 5\6 7 8 9 M811121314 151617 18 19 20
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12.6 Vorgehenbeim Lésen von Gleichungssystememit zwei Variablen

Beim Losen von Gleichungssystemenit zwei Variabden gehen wir wie folgt vor:

Bestimmendes Definitionsbereichs (Schreibweise z. B. D RxRoderD,=R D, =R
Ausrechnen und ordnen der Terme der Gleichungen

Eliminieren einer Variablen mit Hilfe einer bestimmten Methode

Ausrechnen der 1. Variable

Einsetzen des Wertes der 1. Variable und ausrechnen des Wertes der 2. Variable
Kontrolle durch Einsetzen in dieurspriinglichen Gleichungen

Darstellung der Losungsmenge, L = {(x; Y} Definitionsbereich beachten!

NooabwbdE

Achtung: Bei den nachfolgenden Beispielemuss aufgepasst werden!

Bestimmen Sie die Loésungen der folgenden Gleichung in der Grundmen§x R

Beispiel 1 (Einsetzmethode): () y=4-x
(2) 4x-3y B w
(zuerst Terme ordnen- 2. Puk -

Beispiel2 (Additionsmethode): (1) 1 + 1 _
X+2y x+2
2 2
(2) X+2 _ -
y X+2

(der Term mitbeiden Variablen im Nenne
muss eliminiert werden)

-8x -2y & by
Sy= X 1} 4y
(zuerst Terme ordnen- 2. Punf)

Beispiel3 (Gleichsetzungsmethode): (

—
= =

Gefahr: Es bleiben immer noch zwei Unbekannte!

Fazit: Nach dem 3.Punktunbedingt kontrollieren, ob tat-
sachlch nur noch 1 Unbekannte vorkommt!



bwz uri Lineare Gleichungssysteme

12.7 Zusammenfassung

- Anzahl Unbekannte = Anzahl Gleichungen

- Ziel jeder Methode:Eine Variable muss weggeschafft werden. Man erhélt eine lineare
Gleichung mit nur einer Variablen1 Unbekannte = 1 GleichungY |6sbar

- BeiTextaufgaben:Anzahl Unbekannte = Anzahl Gleichungen
Bei zwei Situationen hilft es oft, wenn Sie auch zwei Skizzen erstellen.
Die Unbekannten missen nicht immer x und y heisse®innvolle Namen verwenden,
besser H (fir Hihner) und K (fir Kaninchen) stattbzw. y. Deklarieren Sie was gegf
ben ist bzw. was gesucht wird.
Es lohnt sich den Grossteil des Zeitaufwandes fir die Analyse zu verwenden. Der Res
ist nur noch «Rechenknechtarbeity

1 Es konnen immer alle drei Methoden zur Lésung eines Gleichungssystemsgeisetzt
werden. Je nach Konstellation der Koeffizienten ist der Losungsaufwand fur die jeweil
ge Methode jedoch unterschiedlich grossin der Praxis wahlt man immer die Methode,
fur die der Aufwand minimal ist. Mit etwas Erfahrung und Ubung werden Sie meken,
welche Methode fur die jeweilige Problemstellungam effizientesten ist!

Zuerst Uberlegen, welches Losungsverfahren eignet sich? Insbesondere wenn\¢-
ablen im Nennerstehen, eignet sich das\dditionsverfahrensehr gut.

- Werden die beiden lineaen Gleichungen im Koordinatensystem dargestellt, so sind die

Graphen immer zwei Geraden. Dadurch mussen drei Falle unterscheidet werden:

1. Die beidenGeraden schneiden sichDie Koordinaten des Schnittpunktes S ergeben
das Zahlenpaar (x;y) das beide Gleichungenfiillt.

2. Die beidenGeraden verlaufen parallekueinander. Es entsteht kein Schnittpunkt.
Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist leer. Das Sydfisst sich nicht erfir
len, es ist unlsbar.

3. Die beidenGeraden fallenin eine Geradezusammen Beide Gleitbiungen haben die
gleiche Losungsmenge, die aus unendlich vielen Zahlenpaaren (x;y) besteht. Dies¢
unendliche Menge ist zugleich die Losungsmenge des Systems.

- Durch Einsetzen in diaurspringlichenGleichungen kann ein Gleichungssystem kontto
liert werden. BeideL6sungen in diebeiden urspriinglichenGleichungen einsetzen!
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12.8  Ubungen

Lésen Sie die nachfolgenden Gleichungssystergeafischnach den beiden Unbekannten x
und y auf. FUr alle Aufgaben gilt G =RxR

. 2x+y 5 (9

C x+2y =4 (2
y= 2x & (12) D=RxF
2y= X 4 (29)
y= —;'x 2 (2b) L={(29}

. y=2x+5
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) -13x ¥y 8 15x 3y+ (3
© 7x- 9y 8 3x 1y (2
y= 8 15x 13x (19 D=RxF
y= 2x 3 (Ib)
2y=8 8Bx X (29
y= 2X 4 (20) L={}

=-2x + 3
22X + 4
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3x- 12 =4y (9
8y- 24 46x © 2)
4y= 3x W2 (19) D=RxF
y= Sx 3 (1b)
g & a3 g
8y= 6x 24 (29) L=‘,(x,y)%x,zx 83
i e &
. —ix 3 (2b)

y=-0.75x + 3 y
y=-075x+3 6]

10
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Losen Sie die nachfolgendeGleichungssysteme mit der Einsetzmethode!
Far alle Aufgaben gilt G =RxR

7x- 5y =26
2Xx+y 5

D=RxF
aus (2):

(2a) in (1):

(3) in (2a):

somit;

3x+2y A
3y- 3x 24

D=RxF
aus (2):

(2a) in (1):

(3) in (2a):

somit;

(3
(2

y= -2x % (29
7x- 5( 2x 9 26

7x+10x -25 26

1/7x=51

X=

(e8]
—
L

y=-2® 5+ -&

L={(3, - 1}

3y- 24 =3x (23
3y-24 Ry 1

S5y =25

y=5 (3
33 24 3x

-9 3x

X=-3

L={(-3 5}

Kontrolle mit (1) und (2):
73 5 (-9 26

21+5 =26

26 =26 (w)

2@ (-1 =5
6-15
5=5 (w)

Kontrolle mit (1) und (2):
3¢-3) 2501

-9 40

11
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. 15x+2y =55 (9
C 2x+3y 21 (2
D=RxR
21- 2
aus (2: yr==5 X (29
(2a) in ():  15x+2 & 1:3)2)( 855
1w+ 454X g 13
45x+42 -4x ¥65
41x =123
x=3 (3)
: 21-2 ® 21 6- 15
3 2a): = = =
@)in (za): y=2r2O2E B
somit; L={(3; 5)}
S _ 12 (1)
7 X+1 y +4
4 8
- = 2
Xx-3 vy -2 ( )

D=R\{ £ 3 xR\ 4; 3

as(): oAyrq AZx 3 3 (B

y+12 =x 4 (1b)

aus (2 : 4y-2 fx 3 |2 (29
2y- 4 Ax 12 (20)
Ax=2y -4 B2 2¢+38 (2c)
(2c) in (b): 3y+12 2y+8+4
y=8 # 12 0= (3)
(3)in(2c): 4x=20 8+ 8

X=2

Franz Zberg

Kontrolle mit (1) und (2):
153 25 G5

45+10 H5

55 =55 (w)

23 351
6+15 21

21=21 (w)

Mannel Aufgabel9a, Seite 171

Kontrolle mit (1) und (2):

2+1 0 #4

9_12

3 4

3=3 (w)
4 _ 8

2-3 0 -2

4._8

-1 2

4 =4 (w)

12
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Losen Sie die nachfolgenden Gleichungssysteme mit der Additionsmethode!

Far alle Aufgaben gilt G =RxR

o 15x+2y =126 ()
" 3x- 4y A2 (2
D=RxF
el 15x+2y =126 | 2
(1a) 30x+ 4y =252
(2): 3x- 4y A2
(12) +(2): 33x =264 |:33
(3) X=8
(3)in(2): 3B 4y 12
-4y 42 24 22- [( 4)
y=3

9 7x+12y =27 (9)

~ 1Ix- 8y =65 (2)
D=Rx R
(1: X+12y =27 | 2
(2): 11x- 8y =65 |3
(1a): 14x+ 24y =54
(2a): 33x- 24y = 195
(1a)+(28):  47x = 141 |:47
(3): x=-3

(3)in(1): 74 3) 12y 2%
27+21
y = =
12

Franz Zberg

Kontrolle mit (1) und (2):

156G 2 3 Q126
120+6 426
126 =126 (w)

3@ 43012
24-12 42
12=12 (w)

somit: L={(8; 3)}

Mannel Aufgabe 10b auf Seite 170

Kontrolle mit (1) und (2):

74-3) 32 4027
-21 48 27
27=27 (w)

114-3) 8 40 65
-33 32 =65
-65 =65 (w)

somit: L={(-3; 4)

—

13
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10.

11.

1.8x+2.5y =9 (9)
2.4x+3.5y =12 (2
D=RxR
(1): 1.8x+2.5y =9 | 4
(2) 2.4x+3.5y 2 (@)
(1a) 7.2x+10y =36
(2a): -7.2x -10.5y =36
(12) +(2a): 0.5y ©
(3) y=0
(3) in (1) 1.8x+25 0 &

x=i E3)

1.8 -

Sy g
x1+52:l;8+1 2)
D=R\{ 234 xR{ &3
(1a): 8(y- 2 =2(x 9
(1b): 8y- 16 #A2x 12 |2
(2a): 15(y+1) =48(x 3
(20): 15y+15 48x 36 [:( 3
(Ic): 4y- 8 B6x 6
(2c): -5y -5 =6x 12
(1c) +(2¢): y 13 48
(3): yxb
(38)in(k): 4B 8 6% 6- x 3

Mannel Aufgabe 11a auf Seite 170

Kontrolle mit (1) und (2):

1.8G 25009
9=9 (w)

243G 350012
12=12 (w)

somit: L={(5; 0)

—

Mannel Beispiel auf Seite 170

|ausmultiplizierer

|ausmultiplizierer

Koentolle mit TI

14
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12.

2 3 1
x 2y 6 (9)
3 5 1
ax 2y 3 S
D=R\{0} xR\{G
1) 2. 3 1 ‘Z
3 2y 6 2
3 5 1 a3
2 2.2 = -
) 4x 4y 3 gé)_l
(1a): I g
33X 4y 12
(Za) _g +]£ :§.
4x 4y 3
5 9 5
la) +(2a — — =1
()+( ) 33X 4x 12
20T L
12x  12x 12
[T L [
12x 12
(3): x=1
. 2 3 1
3) in (1): — g —— | =
@n@: iy %
BrETATE
2y 6 6 6
y=9o
somit: L={(1; 3)}

Mannel Aufgabe 22b auf Seite 171

Kontrolle mit (1) und (2):

KA

3@ 230 6
R

6 6 6

11

— = W
5T E (w)
R

40 430 3
1o 14

12 12 12

4 _ 4

—=|— w
12 12 (w)

15
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13.

3.t 4 (1)
x-1 2y #4
1 i :21 (2)
2X-2 y 2 4
D=R\{} xR\{ 3
(2): 1t .2 2 %
x-2 y 2 4 4
1 1 9
2a): —
(2) 8(x-1) 2(y ) 16
(2): -
x-1 2y #4
3 1 9
1) +(2a): —+
(1) +(2a) x-1 8(x -] 16
24 1 ___2_5
8(x-1) 8(x -) 16
25 _25
8(x-1 16
8x- 8 6
(3): x=3
. 3 1
3 1): — 4
(8)in (4 3.1 2y @
1 =1 -§
2y +4 2
L 11
y+4 2 2
oy+4 =2
y=-3
somit; L={(3; - 3)}

Hachler Aufgabe f auf Seite 122

Kontrolle mit (1) und (2):

16
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Lésen Sie die nachfolgenden Gleichungssystemt der Gleichsetzmethode!
Far alle Aufgaben gilt G =RxR

3x- 2y _9 (1)
14. 3x-y 8 Franz Zberg
X+y =20 (2
D={x IR @y R3x y- ¢ Kontrolle mit (1) und (2):
(1a): 24x- 16y =15x 5y |TU 301 2 905
301 9 8
(1b): Ox =11y 15 _5
(2a): 9x=180 -9y 24 8
(b)=(2a): 11y =180 o9y L >=2 (w)
20y =180 |:20
(3): y=9 11+9 =20
20=20 (w)
(3)in (b): 9x=116 -9
x =11
somit; L={(13 9)}

17
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3x+2y A (1) _
15. Hachler auf Seite 127
3y- 3x =24 (2
D=RxR Kontrolle mit (1) und (2):
aus (9 3x=1-2y (13 3¢-3) 2500
aus (2: 3y- 24 =3x (23 -9 40 &t
(18) =(2): 1-2y 8y 24 | TL 1=1 (w)
25 =5y 5
y=5 (3 36 3 (-6) 24
) 15+9 24
(3)in (1): 3x+2® 1= ITU
24=24 (W)
3x= 9 3
X=-3
somit: L={(-3; 5)}
-8x -2y 9 5
16. Y 4 (9 Hachler auf Seite 127
S5y= x ¥ 4y (2
D=RxR Kontrolle mit (1) und (2):
aus (J: - 8x -7y =9- (13 -8@2-2 1 9+ 5 £1)
aus (2: -X =1y (29 -16 2 & 5
aus (19 : -x-_98-|7y (B -5 =5 (w)
)= = -1y 5¢-1) =2 1+44 1)
-9 #y =8-8y -5 =6 (w)
y=:-1 (3)

(3)in (2a): -x =% (#) - 2

somit: L={(2 - 1}

18
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12.9 Lésen vonGleichungssystemen mit Hilfe einer geeigneten Substitution
Manchmal lassen sich Gleichungssysteme durch eine geeignete Substitutianf einfachere

Gleichungen zurickfihren.

Beispiell (G =RxR
(1) m?-n> 420 U (m-n)(m+n) ¥20
(2) m-n=12

Definitionsbereich:

D={(m;n)jmn iR
Substitution:
(3) X=m-n
(4) y=m+n
somit:
(3) und (4) in (1): xQq £20 (6)
(3) in (2): x=12 (7)
(7) in (6): 12y =120
y =10 (8)

Pdaiqs qgqrgrsrgml 8

(1)=(3) 12 m )
(8) = (4): 10 m m (10)
(9) +(20): 22=2m
m=11 (19
(11) in (10): n=10 -m
n=10 41 =1-
Kontrolle:: 12- (9 w21 1-126 (w)
11- (1) ®H 1+12= (w)
somit : L={(m:n)|(12 -1}

* Stellvertretung, Ersetzung

19
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Beispiel2 (Aufgabe 390c, Frommenwile}
Losen Siadas Gleichungssystem mit einer geeigneten Substitution. G Rx R

5q _1 3 (1)
4p +q 2p -4q
7 1 5
a3 @
p+q 3 2p -4q
D:iiép iR @q I#p 29 % %: Kontrolle mit TI!
| 3
Substitution: u= 9 und v =2p 4q
4p+q
somit: 5u:1-\—3; (18) |7
1 5
u=> 2 22) |5
u=t 2 @) |
aus (19 : 35u:7-2—1 (b
Vv
5 25
29 : 3Bu==— — 2b
aus (29 U 3Ty (29
21 5 25
b)=(2a): 7 — = — TU
w)=(a): 72 2 2 |
ﬂ: E |TU
\ 3
4v= 3 |TU
3
= = 3
v 3 e
(3) in (1a): 5u=13—21 5 -u 1
IPREEAL
Pd +—38 /
ai gs q4p+q ()
3
-7 2(p 20) ()
aus (4): 4p+ q = (49
p=0 (4b)
] 3
(4b) in (5): ) 2( 29) 4q- (53)
3 é a. 3 4
i L:\ ’ ,_ h
1716 }(p q)g@ 16 ¢
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Beispiel3 (Berufsmaturitatsprifung 1999
Losen Siadas Gleichungssystem mit einer geeigneten Substitution. G Rx R

8 3
- 4 1
Jx- 3 «/y +3 ( )
9 4
- = 2
Jy+3 Jx -3 2)
x-3 >0 X $ y+3 > 0 y >3
gleich Null gleich Null
ist verboten! ist verboten!
D={x IR @y Rx 3> p 3 Kontrolle mit T1!

Substitution: u=+x -3 und v #y 3

somit: 8.3 4 (1a)
u v
9 4 . ,
Ry 2 (2a) | 2CGund alphabetisch anordner
8 18
2a): - — & 2b
aus (2a) i = (20)
(1a) +(2b): 388 g |TU
VARRY,
g ITU
v
15 5
=t 5 3
3T 5 (3)
. 8 33
3 la): —-— 4 TU
@) in (1a): -3 |
S ITU
u 5
40 20
u=— =——
14 7
I 20 400 8
Pdai gs £/, 8 =s v 1 - — v 1 =
AT 7 49 49
v=ly B 3 y a2 v <
] €4..8 24
t: L=1gdl—,; —
somi %88149 9 d
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12.10 Lineare Gleichungssysteme mit drei Unbekannten

Vorgehen

Man versucht, aus zwei Gleichungen eine Unbekannte zu eliminieren. Dann eliminiert man
aus zwei anderen Gleichungen die gleiche Unbekannte. Damit erhéalt man ein Gleichusg
system von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten, welches wie Ublich gelést wird. Die
dritte Unbekannte wird durch Einsetzen der beiden anderen Unbekannten in einer Gle

chung berechnet.

Beispiel 1(G =RxRxR)

2x- 3y ¥3z %0
3x-2y -2z 4
4x- 5y ¥z 6

Definitionsbereich:
D={(x;y;9|x,y,zl R

z eliminieren aus(1) und (2) :

4x- 6y+62 =20
9x- 6y- 6z =12
13x -12y 32

z eliminierenaus( 3 und3):

3x- 2y-2z 4
8x- 10y+2z=12
11x- 12y =16

reduziertes Gleichungssystem:

13x- 12y =32
1Ix Hy  26-
2x =16

x=8

118 12y 18
88-16 42y
72

=<
y=1, *®

|
2
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zberechnen:

(6) und (7) in (1): 2B 3603z+10 =
3z=12
z=4

somit: L={(x;y;2)|( 8;6; 4)}

Kontrolle: 2B 36034 16 18 12 10+ = (w)
3B 2624 20 12 8-4 - = (w)
4B 5604 32 80 4 6+ = (w)

12.11 Ubungen, Frommenwiler

Lésen Sie die folgendemufgaben:

Nummer Seite Bemerkungen

382 (alle) 125 Kontrolle mit Tl Gben
383 (a, bundc) 125 Kontrolle mit Tl ben
384 (aund c) 125 Kontrolle mit Tl Gben
385 (alle) 125 Kontrolle mit Tl ben
386 (c und d) 126 Kontrolle mit Tl Gben
387 126 Kontrolle mit TI Gben
388 (a) 126 Kontrolle mit Tl ben
389 (alle) 126 Kontrolle mit Tl ben
390 (a, b und d) 127 Kontrolle mit TI Gben
391 (cund e) 127 Kontrolle mit Tl ben
410 (aund b) 131 Kontrolle mit Tl ben
411 (b und d) 131 Kontrolle mit TI Gben
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12.12 Anwendungen, die mk Gleichungssystemen geldst werden kénnen
Beispiell (aus der Elektrotechnik)

Berechnen Sie die SpannungjJilnd den Strom L.

gegeben:
1 U=12V,R =820q,
R, =180q und R, =220 q
R gesucht:
u | —— T I3‘ U,=?und L ="?
. 1
R ‘Uz I3 R

T
Masche 1: IR R 4 RO
Masche 2: B I (R B+ O
Masche 1: 1@ 820 W80 )W +1800 12M
Masche 2: JO180 W4 (160  2R0+) OW
I1 bZW 13 bereChnet «EER » Beispiel 1 auf.. 24 v. mm

S e )
i7=0.013058 and i3=0.005876
somit: L=5.876mA und U, =y § RO 5.876mA 2200 1.20/\
Il ml r pmj j c 8 Qaogksj _ragg
[§
820 []
[ E 28

wl =@ =
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Beispiel2 (aus der Elektrotechnik)

Berechnen Sie die Spannung U

gegeben:
Uu=10V,U,=12V
R =1kq, R =1.8kq und R; =2.2 kq

U2
gesucht:
U =7
Masche 1: IR ) L+ RO
Masche 2: IR H(R B+
Masche 1: J@1k W22k )W 228 10N
Masche 2: JO22k Wi (1Bk 22k ) 182W

L, bzw. I, berechnet [rET?sI&t.ff}:r«. A N e

W lgse(il (1000, +2200.) + ip

=1.71e-3 and i2=2.06-3

L1 BESHR. PESN=12, L1, 120

MAIN GRDAUTO FET 11
somit: Us:([ +L) Fg) (];71mA 2.(36mA) 2.2K0  8.20N
Il ml r pmj j c 8 Qagksj rag
1.8k

1K
| P | i,

|

FI‘

I|+

25



bwz uri

Lineare Gleichungssysteme

Beispiel3 (aus der Mechanik)

Eine Strassenlampe mit der Gewichtskrafi;/= 10 N ist an zwei Masten so montiert, dass
sich die unten abgebildete Seilgeometrie ergibt.
Berechnen Sie die Betrage der Seilkrafte und F.

Fg=10
?2l g_rx8 a,= D
an=
Winkel : Il a 0 70 20
i b 80 37- 53
eingesetzt: ar=-F &
4F=F 5 &

gegeben:
F=10N,x g #0 ,4£

Ko f

gesucht:
E=?undF =?

& Qs kkc

& Qs kkc

E u. E berechne sEFraon e o PSR~

Tiv

saem

]

B | szel ~f1-Cos{20) + 2 Cosip

18- Sin(37I,

f1

T Tos(20) Cos(3r) + 5ing

| szel -1 -Cos{20) + 2 Cosi

fl=6.29 and £2=19,33

atd FlRSIin 2RSS,

MAIN GROAUTO FET

somit;

'z

F=6.29N und F =9.83D

_ ngi=0)

_jJecp 1Ip

® F -cosQ0 , F cost

8 ,F=sim0 ,F sin53 O 1
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12.13 Lésen von Gleichungssystemen mit dem TI

Beispiel 1 (grafische Lsung

G=RxR
4x+4 =y (1)
By-10x =5 (2
D=Rx R

Beide Gleichungen miissen zuerst nach y umgeformt werden (explizi®rm):

y=x 4 (1)

y=2x -1 (2a)

Eingabe: # mit ¢ ~ aktivieren
yl=6 AAO eintippen
y2=A06x AO eintippen
% mit ¢, | zeichnen
Schnittpunkt: £ und SchnittPkt danach 1. Kurve? und 2. Kurve? mit Pfeiltastefd

@ auswéhlen und mitO bestatigen. Danach untere undobere
Grenze mit dem Cursor(= oder > ) festlegen und SchnittPktablesen:

Fir| FZ-| FZ F4 FEr| FR~|Fir]i'E
Tooals|2oam|irur|MeudgilMakhjZchn|SRiFk]:.c €

/ !'
Schnitthffﬁi
F:’{G= 2- ..,-F'.'.. [ HG: 3-
MAIN EDGAUTO FET
Ergebnis: XcC: 2 yc: 3

Achtung: Grafische Losung funktioniert nur bei Gleichungssystemen mit zwei
Unbekannten! Den Definitionsbereich nicht vergessen!
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Beispiel2 (Lodsung mit dem Solver)

Mit der Taste  und 1:Ldse() lassen sich viele Gleichungen l6sen. Die Funktion Ldse() zeigt
aber den Ldsungsweg nicht an. Es kann sogar vorkommen, dass die ktion falsche Resi:
tate anzeigt.

G=RXxR
4x+4 =y (1)
By-10x =5 (2
D=RxR
Eingabe: Lose u6 AuUud andvox AT 60UNvAW6~ABE X" O
z z z
X [ B
[hinmddral fie maevelpraealuosen] | [roomspmbsoraltare|amtere|resen|osen] |
Bloseid-x+d4=4-g and S-up ®loze(d-x+d=44-gy and S-yp
®=2 and y=3 ®=2 and y=3
[cosetdxtd=dy and Sy-1Gx=-.. =49 and Sy-10x=-5, {x, gk’
MAIN GROALUTO FET 1/0  MAIN GROAUTO FET 120
Ergebnis: x=2andy=3
L={(2:3)
Achtung: Auch wenn die Sprache auf Deutsch eingestellt ist, muss das «und»
englischer Sprache eingegeben werden (am einfachsten tber ).
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Beispiel3 (Lodsung mit dem Solver)

Mit der Taste  und 1:Ldse() lassen sich viele Gleichungen l6sen. Die Funktion Ldse() zeigt
aber den Ldsungsweg nicht an. Es kann sogar vorkommen, dass die Funktion falsche Resu
tate anzeigt.

G=Rx Rx R
3a+3c b 16 (1)
atb € % (2
2c- 3b 43 4a
D=Rx Rx R -
f U
Z
Eingabe: Lose AaAAcUAbAAw andaA bAcUi
andAcx AbUAAXx uar War b* cX™ O
Z A Z
X ! [
Fi-| _Fer |Fe=| F4= | FE | FG= Fi-| Fex |Fs=| F4= | FE | FG=
Tools|ATdcbra|Cals Hnd-zr-z]F‘rSEﬁILosch] ] Tools|ATIcbra|Cals ﬁnd-zr-zIPriIEﬁ]-Losch] ]
Blose(3-a+3-c=2-b+16 ap Wlose(3-a+3-c=2-b+ 16 ap
a=2 and b=1 and c =4 a=2 and b=1 and c =4
[cosei3at+3c=2b+le and atb+.. and Z2oc-3b=13-4a, {a.b,c3 )
MAIN GROALTO FET 1/50  MAIN GROALTO FET 1730
Ergebnis: a=2andb=1andc=4
L={(ab; 9|(2% 4)
Achtung: Auch wenn die Sprache auf Deutsch eingestellt ist, muss das «und» in

englischer Sprache eingegeben werden (am einfachsten tber ).
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12.14 CramerscheRegel (Determinantenmethode)

Eingescannt aus «Algebra fir Berufsmaturitdtsschulen» von Hans Marthaler und Benno Jakob.

Betrachten wir das allgemeine, lineare Gleichungssystem (19).

@)

(1I)
Wir versuchen nun, dieses allgemeine, lineare Gleichungssystem mit Hilfe der
Additionsmethode zu 16sen. Dabei fithren wir die Parameter a,, b, und ¢, (k= 1, 2) mit, wie
wenn wir konkrete Zahlen hitten. Dazu vervielfachen wir Gleichung (I) mit 4, und
Gleichung (1) mit —4;:

ax + by c

(19)

ax + by = ¢

ab,x + bby = by
-a,bx - bby = -bc,

(I)=b, - (1)
(IV)=—>b, -(II)

(20)

Da die Unbekannte y in beiden Gleichungen nun bis auf das Vorzeichen gleiche Koeffizienten
hat, konnen diese Gleichungen so addiert werden, dass die y-Terme verschwinden.

V)= + (V) ab,x—a,bx =b,c, b, (21)
Dies ergibt fiir die Unbekannte x :
x= b:cl B blc:‘. (22)
ab, —ab,

Sobald die Koeffizienten a, und b, sowie die Konstanten ¢, bekannt sind, kann also x durch
Einsetzen in Gleichung (22) bestimmt werden.

Die Unbekannte y bestimmen wir analog:

(V)==-a, -(I) -a@;x — @by = —aq (23)
(VID)=a, -(I) aa,x + aby = agc, 3
(VII) = (VD +(VII) -a,by+ab,y=-axc +ac, (24)
Dies ergibt fiir die Unbekannte y :
— a0 +aiC; . AiCs— a0
y= =
© —ab +ab, ab,—a,b, (23)
Losung des linearen Gleichungssystems mit zwei Unbekannten
Das lineare Gleichungssystem
ax + by = ¢
2
ax + by = ¢ (26)
mit den Unbekannten x und y, den Koeffizienten a,, b, a, und b, und den
Konstanten ¢, und ¢, hat die Losung:
b,e, — b, a,c, — a,c :
B und = o e S e 6 27
ab, —ab, ’ ab, —a,b, =2
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