Mathematik PM Trigonometrie des rechtwinkligen Dreiecks

15 Trigonometrie des rechtwinkligen Dreiecks

Trigonometrie (von trigonon [griechisch]; Dreieck, und metrein [griechisch]; messen)

15.1 Einfiihrung (Gegeniiberstellung Pythagoras und Trigonometrie)

Pythagoras Trigonometrie
B B
c
a
C b A
Berechnung nur mit Seiten (ohne Winkel) Berechnung mit Seiten und Winkeln

Die Trigonometrie ermdglicht aus gegebenen Seiten und Winkeln die Ubrigen Stlcke eines Dreiecks
zu berechnen.

Bezeichnung der Dreieckstlicke

B

vom Winkel o aus betrachtet: vom Winkel § aus betrachtet:
a Gegenkathete a Ankathete

b Ankathete b Gegenkathete

c Hypotenuse c Hypotenuse
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15.2 Ahnlichkeit der Dreiecke

B

C: b2 =40 mm Az Cs b3=30mm As

Verhaltnisse (Masse aus den Skizzen herausgemessen)

a, _29 [mm| _ 051 a, _23 [mm| _ 050 a, _17 [mm] _ 049

¢, 57[mm|] —— c, 46[mm| —— ¢, 35mm|] ——

a _ 29 [mm] 058 a, _ 23 [mm] 058 a; _ 17 [mm] _0,

b, 50[mm| —— b, 40[mm| —— b, 30[mm| ——
Erkenntnis

Die Verhaltnisse 2 bzw. %sind nur vom Winkel o abhangig. Die Verhaltnisse haben also fir den glei-
c
chen Winkel immer den gleichen Wert, ohne Ruicksicht auf die Grosse des Dreiecks.

Die Verhaltniswerte sind eine Funktion des Winkels!
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15.3 Trigonometrische Funktionen

Geben wir nun den obengenannten Verhaltnissen noch einen Namen, so heissen die Verhaltnisse — Winkel-
funktionen oder trigonometrische Funktionen.

B
a ¢ : Gegenkathete a _ _
snop=————=— Sinusfunktion
_ S Hypotenuse ¢

C b A
B
a c Ankathete b , ,
cosoo=————=— Kosinusfunktion
. S Hypotenuse ¢
C b A
B
c
a tana = GeLkathete _a Tangensfunktion
) » Ankathete b
C b A
B
a c Ankathete b :
ooto=————=— Kotangensfunktion
) > Gegenkathete a
C b A
Merke

Die meisten Taschenrechner stellen die Kotangensfunktion nicht zur Verfligung.
Aus der Tabelle ist jedoch ersichtlich:

1 1 b
=—=—=cota —
tana a a cota =
— tana
b
odertanoczE — a=tana-b somit: cotoc=9: b =1
b tano-b  tana
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15.4 Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funktionswerten

Kommen in rechtwinkligen Dreiecken Winkelgréssen von 30° und 60° oder 45° vor, so ergeben sich besondere
Werte fUr die Winkelfunktionen.

60°
2
1
30° K
\/g 1
1
T T T Y
. 0 n n n n
o in Bogenmass 6 2 3 5
oin® 0° 30° 45° 60° 90°
1 1 NEY
sin 0 — - —_— 1
* 2 V2 2
NEY 1 1
cos 1 — - — 0
* 2 2 2
t 0 L 1 NE) icht definiert
an = nicht definie
* V3
t icht definiert NE) 1 1 0
nicht definie -
cot a \/g
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Die folgenden Beziehungen lassen
sich aus der nebenstehenden Zeich-
nung herleiten.

a b
ina=2 1 -2 1
sina == (1) cosa = (1)
a b
_a 2 inp =2 2
cosp = 2) sinf = )
B=90°-a (3) B=90°-a (3)
Aus (1) und (2) folgt — sina=cosp (4) Aus (1) und (2) folgt — cosa =sinp (4)
(3)in (4) ~ sina =cos(90° - o) (3)in (4) ~ cosa =sin(90° - a)
tana=2 (1) cota =2 (1)
b a
cotf = % 2) tan = g 2)
B=90°-a (3) B=90°-a (3)
Aus (1) und (2) folgt — tana=cotp (4) Aus (1) und (2) folgt — cota=tanp (4)
(3)in (4) ~ tana = cot(90° —a) (3)in (4) ~ cota =tan(90° —a)
Merke
Der Sinus eines Winkel ist gleich dem Kosinus sei- sina = cos (90° - o)
nes Erganzungswinkels (Komplementwinkel)
z.B. sin 60° = cos 30° cos a. = sin (90° - oc)

Der Tangens eines Winkel ist gleich dem Kotan-
gens seines Erganzungswinkels (Komplementwin-
kel)

tan a = cot (90° - oc)

t o = tan{90° —
z.B. tan 75° = cot 15° cot a an( (x)
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15.5 Ermitteln der Winkelfunktionswerte mit dem Taschenrechner

Beispiel: Sie wollen den Sinus von 35° 15' 30" ermitteln!

Vorgehen

Powbd==

Resultat: sin 35,26° = 0,58

Winkelsystem auf Altgrad einstellen — DEG bei HP, DRG bei Texas
Winkel in Altgrad umwandeln — 35,26° (auf zwei Stellen gerundet)
Sinustaste betatigen — 0,58 (auf zwei Stellen gerundet)

Beispiel: Sie wissen, dass der tan a =0,88 betrédgt und mdéchten den dazugehdrigen Winkel ermitteln!

Vorgehen

Verhaltnis eintippen — 0,88

e

Resultat: arc tan 0,88 = 41,35°

Beispiele (Resultate auf 2 Stellen gerundet)

1. Geg: sin a = 0,99 2.

Ges: Winkel oo =?

Lésung:

Winkel o = 81,89°

3. Geg: Winkel g = 75° 4,

Ges:cotp=7?

Lésung:

cot B = tan (90°-B) = tan 15° = 0,27

5. Geg: cot A =0,12 6.

Ges: Winkel A = ?

Lésung:
1

tan A = L = =833
coth, 012 —

Winkel A = 83,16°

Winkelsystem auf Altgrad einstellen — DEG bei HP, DRG bei Texas

Arcustangenstaste (TAN-" bei HP, INV TAN bei Texas) betatigen — 41,35° (auf zwei Stellen gerundet)

Geg: Winkel & = 80°
Ges:tand="7?

Lésung:

tan 6 = 5,67

Geg: Winkel o = /8 rad
Ges:cos o ="7?

Lésung:

n/8 rad = 22,50° — cos 22,50° = 0,92

Geg: Winkel a = 30°
Ges:cos o ="7?

Lésung:
cos a = 0,87
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15.6 Ubungen

1. Der sin «, sin B, cot a und cot B sollen in dem ne-
benstehenden Dreieck durch das Verhaltnis der
Seiten ausgedrickt werden.

2. Berechnen Sie die Werte folgender Winkelgréssen (auf 4 Stellen gerundet):

a) sin 45°20° b) cos 88°10° c) sin 10°40° d) sin 63°50° e) cos 33°30 f) cos 87°20°
g) cos 45°00* h) sin 45°00° i) cos 79°10 j) sin 10°40 k) sin 30°00 [) cos 4°50

3. Berechnen Sie die Winkel von folgenden Werten (Winkel auf 2 Stellen gerundet, Dezimalformat):

a)sina=0,78 b)cosp=0,34 c)cot6=837 d)tany=1,00 e)sine=0,15 f)cosr=0,75
g)tany=250 h)cot6=500 i)sinaa=050 jcosA=1,00 Kk)tany=99,99 I)cotd=1,55

4, Zeichen Sie die Sinus- und die Kosinusfunktion von 0° bis 360° auf (in 10° Gradschritten). Die x-Achse
entspricht dem Winkel und die y-Achse dem Funktionswert.
Damit die Resultate vergleichbar sind verwenden Sie den folgenden Massstab: 360° entspricht 18 cm (x-
Achse) und eine 1 entspricht 5 cm (y-Achse).

5. In einem rechtwinkligen Dreieck ABC sind: a = 7 cm und a = 40°. Berechnen Sie die Grosse des dritten
Winkels und die Langen der Ubrigen Seiten.

6. In einem rechtwinkligen Dreieck ABC sind: a = 38 mm und ¢ = 62 mm. Berechnen Sie die beiden Winkel
o, B und die Seite b.

7. Die Steigung einer Strasse wird mit 12% angegeben. Wie gross ist der Steigungswinkel?
8. Wie gross ist der Winkel a. am skizzier-
ten Drehstlick? A >
i
& 60
....................................... P R @ 32
Y
Y
48

9. Die Spitze eines Schornsteins erblickt man aus 125 m Entfernung unter dem Erhebungswinkel

o = 24° 20'. Welche Hohe hat der Schornstein, wenn die Augenhdhe des Beobachters 1,4 m betragt?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Ein Beobachter steht in den Diinen 6 m tber dem Meeresspiegel und sieht die Spitze eines 45 m hohen
Leuchtturmes unter dem Erhebungswinkel o = 3° 20’. Wie weit ist der Beobachter von dem Leuchtturm
entfernt?

Eine Wetterwarte lasst einen Messballon aufsteigen. Ein Beobachter, der 650 m entfernt ist, sieht den
Messballon unter einem Winkel von 24° zur Horizontalen. Wie weit war der Ballon in diesem Augenblick
vom Beobachter entfernt, wenn er senkrecht aufgestiegen ist?

Ein gerader Kegel hat einen Durchmesser von 26 cm und einen Spitzenwinkel y = 33° 10’. Wie gross ist
der Rauminhalt des Kegels?

Welche Héhe hat ein Baum, wenn sein Schatten 58 m lang ist, und die Sonnenstrahlen mit dem Erdbo-
den einen Winkel von 23° 30’ bilden.

Fur eine NC-gesteuerte Bohrmaschi-
ne mussen die Bohrungen 1 bis 4 in
den x-y-Koordinaten programmiert
werden.

Berechnen Sie die x-y Abstande!

40

Y
=

45

Ein kugelférmiger Wasserbehalter befindet sich auf einem 15 m hohen Stahlgerlst. Sein Durchmesser
wird von einem Punkt, der in waagrechter Richtung 250 m vom Fussmittelpunkt des Gerlstes entfernt
ist, unter einem Winkel von 2° 30’ gesehen (Augenhdhe: 1,6 m). Berechnen Sie den Durchmesser des
Wasserbehalters unter der Annahme, dass der Sehstrahl den héchsten Punkt des Wasserbehalters trifft.

Berechnen Sie die Seiten und die Di-
agonale des Rechtecks, wenn die
Flache des Rechtecks 47,48 mZ2 be-
tragt!

/'56° 10"
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15.7 Sinusfunktion am Einheitskreis

Zeichnet man mit Hilfe des Einheits-
kreisverfahrens (Radius mit der Lan-
geneinheit 1) ein rechtwinkliges Drei-
eck, so ist der Zahlenwert der Lange
der Gegenkathete gleich dem Sinus-
wert sin a.

Beweis

. n n .
smoc:—:? — Slha=n

r

Weitere Erkenntnisse

Aus der nebenstehenden Zeichnung
ist ersichtlich, dass zwischen dem
Winkel 0°<a<180° die Sinusfunktion
positiv ist und immer < 1.

Zwischen dem Winkel 180°<a<360°
ist die Sinusfunktion negativ und im-
mer > -1.

15.8 Kosinusfunktion am Einheitskreis

Auch hier ist es zweckmassig die
Konstruktion, wie schon beim Sinus,
am Einheitskreis vorzunehmen. So
erhalt man als Kosinuswert immer
die Lange der Ankathete.

Beweis

m
cosa =— =
r

m
T — COosa=m

Weitere Erkenntnisse

Aus der nebenstehenden Zeichnung
ist ersichtlich, dass zwischen dem
Winkel 0°<a<90° bzw. 270°<a<360°
die Kosinusfunktion positiv ist und
immer <1.

Zwischen dem Winkel 90°<a<270° ist
die Kosinusfunktion negativ und im-
mer > -1,

)

sin o

D
Y

x-Achse

O

x-Achse

q
Y
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15.9 Weitere Zusammenhange

Aufbauend auf der Sinus- bzw. Kosi-
nusfunktion am Einheitskreis, kbnnen
noch folgende Beziehungen abgelei-
tet werden:

n sina
tano =— =
m cosa

Zum Schluss wenden wir noch den
Satz von Pythagoras an:

n+m?=17=1 bzw.

sina+cos?a =1

Zusammenfassung

sinoL = cos(90° - OL)

cosoL = sin(90° - OL)

tanoL = cot(90° - OL)

cota = tan (90° - OL)

sin o

tan ol =
cosa

cos

cota =—
sin oL

tan ol =
cota

cotal =

tan A

tano-coto =1

sin> 0+ cos’ o =1

)
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15.10 Ubungen

1. Zwei Krafte F1 = 120 N und F2 = 90 N wirken am gleichen Angriffspunkt im rechten Winkel zueinander.
Wie gross ist der Betrag ihrer Resultierenden und wie gross ist der Winkel, zwischen der Resultierenden
und der Kraft F1?

2. Unter einem Winkel von 45° wirken zwei Krafte F1 = 220 N und F2 = 140 N am gleichen Angriffspunkt.

Gesucht:
a) der Betrag der resultierenden Kraft
b) und der Winkel zwischen den Wirklinien der Resultierenden und der Kraft Fo.

3. Unter einem Winkel von 135° wirken zwei Krafte F1 = 100 N und F2 = 250 N am gleichen Angriffspunkt.

Gesucht:
a) der Betrag der resultierenden Kraft
b) und der Winkel zwischen den Wirklinien der Resultierenden und der Kraft Fo.

4. Bestimmen Sie grafisch und rechnerisch die Resultierende aus zwei Geschwindigkeiten 6 m/s und
15 m/s, die einen Winkel von 75° einschliessen. Geben Sie die Richtung in Bezug auf die grdssere Ge-
schwindigkeit an.

5. Zwei Spannkrafte ziehen mit den Kraften F1
F1=500 N und F2 = 300 N an einem Pfosten
A unter einem Winkel y = 80° zueinander. A

Gesucht: Fs —
a) der Betrag der Spannkraft Fs, die den
Kraften F1 und F2 das Gleichgewicht halt, B

b) der Winkel B. F2

6. Ein prismatischer Kdérper mit der Gewichts-
kraft von 750 N liegt auf zwei unter den Win-
kel y = 35° und B = 55° zur Waagrechten ge-
neigten ebenen Flachen auf. Wie gross sind
die Stutzkrafte an den Flachen A und B?

7. Ein Flugzeug fliegt gegeniiber der Luft mit 80 m/s. Wie lange braucht es zum Uberfliegen einer 400 km
langen Strecke im Hin- bzw. Rickflug bei Windstille?
Wie lange braucht das Flugzeug bei einem konstanten Ruckenwind von 20 m/s in Richtung der Flugstre-
cke flr eine Strecke? Wie lange braucht das Flugzeug bei einem Wind von 20 m/s quer zur Flugstrecke
fur eine Strecke und unter welchem Winkel zur Flugstrecke muss die Flugachse gerichtet sein?
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